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Re´sume´
Ce travail, qui associe analyse d’image, mode´lisation morphologique et calculs par
transforme´es de Fourier, s’inscrit dans la the´matique classique de l’homoge´ne´isation
de milieux he´te´roge`nes, et dans le cadre notoirement proble´matique de l’optimisation
multifonctionnelle de mate´riaux multiphasiques. Les mate´riaux qui font l’objet de
cette the`se, collecteur de courant et anode, sont des e´le´ments critiques des piles a`
combustibles (PAC). Ce dispositif convertit une e´nergie chimique en e´lectricite´ graˆce
a` l’oxydation d’un combustible, et ne rejette que de l’eau. Les PAC de´veloppe´es
dans le cadre du projet europe´en Evolve sont d’un type nouveau, combinant des
architectures pre´existantes. Leur performance est de´termine´e par la conductivite´
ionique et e´lectronique d’une part, par la perme´abilite´ et les surfaces d’e´change
entre phases solides et pores d’autre part. Dans le cas d’un contraste de proprie´te´s
infini entre les phases (pores et solide, milieux isolant et conducteur), les proprie´te´s
effectives de´pendent fortement de la re´partition spatiale (morphologie) des phases
en pre´sence.
On s’inte´resse, dans un premier temps, a` la segmentation, a` la description et
a` la mode´lisation 3D de couches de piles a` combustible, a` partir d’images 2D ac-
quises en microscopie e´lectronique a` balayage. Les microstructures sont segmente´es
puis caracte´rise´es par des descripteurs morphologiques. On de´veloppe des mode`les
de milieux ale´atoires 3D multiphasiques repre´sentatifs des milieux re´els. Ceux-ci re-
posent sur des mode`les Boole´ens et de Gaussiennes seuille´es et sont parame´tre´s par
des caracte´ristiques ge´ome´triques simples du mate´riau (fractions volumiques, cova-
riances, e´chelles caracte´ristiques). Ils sont valide´s visuellement et quantitativement,
a` l’aide de donne´es morphologiques.
Dans un second temps, on s’inte´resse a` la pre´diction des proprie´te´s de transport,
a` l’aide d’outils nume´riques par transforme´es de Fourier. Un algorithme ame´liore´, qui
s’affranchit de l’effet de Gibbs est propose´ en conductivite´ et la me´thode de Wiegman
(2007) est utilise´ en perme´abilite´. La perme´abilite´ de milieux boole´ens ide´aux est cal-
cule´e puis compare´e a` divers estimateurs analytiques. La borne de Berryman-Milton,
connue pre´ce´demment dans le cadre du milieu Boole´en de sphe`res, est calcule´e ana-
lytiquement pour un milieu Boole´en de cylindres a` l’aide d’une formule exacte pour
le covariogramme de cylindres. Les proprie´te´s de conductivite´ ionique et e´lectronique
de l’anode, et sa perme´abilite´, sont ensuite pre´dites a` l’aide des mode`les de milieux
ale´atoires pre´ce´demment de´veloppe´s et valide´s. La perme´abilite´, particulie`rement
sensible a` la morphologie, est calcule´e pour divers parame`tres du mode`le, dont les
surfaces spe´cifiques entre phases solides et pores. Plusieurs mate´riaux virtuels aux
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3Qu’est-ce qu’une pile a` combustible ?
L’augmentation du couˆt des carburants fossiles, le rejet de gaz a` effet de serre
en grande partie responsables du re´chauffement climatique observe´, l’e´puisement
des ressources, la volonte´ politique de diminuer la de´pendance e´nerge´tique de pays
e´trangers est une liste non exhaustive de raisons qui nous poussent a` imaginer
et a` de´velopper de nouvelles manie`res de produire de l’e´nergie de fac¸on plus du-
rable. Dans ce domaine, les piles a` combustible (PAC) se pre´sentent comme l’une
des meilleures alternatives. En effet, ce ge´ne´rateur e´lectrique silencieux permet de
convertir l’e´nergie chimique d’un combustible (par exemple, le dihydroge`ne H2) en
e´lectricite´, au travers d’une re´action chimique engageant un comburant (par exemple,
le dioxyge`ne O2), le produit de cette re´action e´tant de l’eau (voir Fig.1). Il existe prin-
cipalement deux ge´ome´tries de PAC. La ge´ome´trie tubulaire [155, 50] et dans notre
cas, la ge´ome´trie planaire [123, 93, 176] qui est de nos jours la plus re´pandue. Une
PAC planaire se pre´sente sous la forme d’un empilement de couches de mate´riaux
dont l’e´paisseur varie de quelques µm a` quelques centaines de µm. Les principales
couches actives d’une PAC classique sont (voir Fig.1) : (i) la cathode, lieu de l’arrive´e
du comburant (O2) qui est re´duit en ion O
2− (ii) l’e´lectrolyte, lieu de transfert des
ions O2− uniquement (iii) l’anode, lieu d’arrive´e du combustible H2 et des ions O2−
(en provenance de l’e´lectrolyte), sie`ge de la re´action d’oxydation du dihydroge`ne
permettant d’obtenir les e´lectrons e− (a` l’origine du courant e´lectrique) et de l’eau.
Ce dispositif fonctionne ge´ne´ralement a` haute tempe´rature (≥ 700 ◦C), ceci permet
de s’abstenir de l’utilisation de catalyseurs, one´reux et pouvant conduire a` un em-
poisonnement catalytique, proble´matique que l’on retrouve, par exemple, dans les
PAC de type Proton Exchange Membrane Fuel Cell et Phosphoric Acid Fuel Cell.
Les PAC disposent d’un potentiel de conversion e´nerge´tique pouvant atteindre 80%
lorsque le dispositif est couple´ avec un syste`me de re´cupe´ration des de´perditions ca-
lorifiques. Cependant, malgre´ ces bons points, les PAC se heurtent a` une multitude
de proble`mes en terme de fiabilite´, de dure´e de vie et de densite´ de puissance. Ces
proble`mes sont principalement dus a` la nature des mate´riaux utilise´s ainsi qu’a` leurs
proprie´te´s ou alors a` l’architecture meˆme de la PAC.
4Figure 1 – Sche´matique d’une SOFC a` ge´ome´trie planaire.
Contexte : Projet Evolve
Des variantes de la sche´matique, pre´sente´e Fig.1, conduisent a` une large varie´te´
de PAC a` ge´ome´trie planaire. La PAC du projet Europe´en Evolve re´sulte de la fusion
des PAC de type ASC (Anode Supported Cell) et MSC (Metal Supported Cell).
L’ ASC est une SOFC pour laquelle l’anode, ge´ne´ralement compose´e de NiO
(oxyde de Nickel) et de YSZ (Yttria Stabilized Zirconia), est charge´e d’assurer la
tenue me´canique d’ou` son e´paisseur (plus de 300µm). L’e´lectrolyte est ge´ne´ralement
compose´ de YSZ [83]. Depuis quelques anne´es une barrie`re de diffusion est place´e
entre l’e´lectrolyte et la cathode. Elle est constitue´e d’oxyde de ce´rium (GCO - Ga-
dolinium Doped Ceria) qui permet de limiter les re´actions chimiques entre ces deux
couches [167, 184]. La cathode a` base de LSCF (Lanthanum Strontium Cobalt Fer-
rite) est utilise´e avec un ajout de YSZ afin d’en augmenter la conductivite´ ionique.
Ce type de PAC be´ne´ficie d’une longue dure´e de vie (supe´rieure a` 10000 heures [136])
et d’une grande densite´ de puissance (550mWcm−2 [136]). Cependant, a` cause de
la haute tempe´rature de fonctionnement (750◦) et de la pre´sence de Nickel dans la
composition de l‘anode de l’ASC, on observe un phe´nome`ne de de´gradation de la
PAC du a` la pre´sence de Nickel. Cette de´gradation se traduit par une augmentation
de sa re´sistance de polarisation puis de sa re´sistance [18]. La de´gradation de´pend
notamment de la quantite´ de sulfure d’Hydroge`ne H2S pre´sent dans le combustible.
La fonte du Nickel entraˆıne meˆme des changements morphologiques qui aboutissent
a` une fragilisation en termes de tenue me´canique de l’ASC [41].
Afin de palier les proble`mes rencontre´s dans les ASC, les PAC de type MSC
ont e´te´ de´veloppe´es. Il s’agit d’ajouter une couche supple´mentaire a` la SOFC (du
coˆte´ gauche de l’anode sur la Fig.1). Cette couche est me´tallique et poreuse. Elle
permet d’assurer la tenue me´canique de la PAC, ce qui permet de de´coupler les
5Figure 2 – Sche´ma de l’architecture de la PAC Evolve (a` gauche) avec de haut en
bas : (i) la cathode (GCO, LSCF, Pores) (ii) la barrie`re de diffusion en noir (GCO)
(iii) l’e´lectrolyte (iv) l’anode fonctionnelle (v) le collecteur de courant. Sche´ma de
l’architecture Anode Supported Cell (en haut a` droite). Sche´ma de l’architecture
Metal Supported Cell (en bas a` droite).
fonctionnalite´s couche par couche. En effet, avec cette astuce, l’anode ne joue plus
le roˆle de support me´canique. Celui-ci est reporte´ sur une couche supple´mentaire
appele´e collecteur de courant. Ainsi, on diminue les contraintes fonctionnelles lie´es a`
l’anode, partie la plus critique de la SOFC [98]. La tempe´rature de fonctionnement
est un peu plus faible que celle de l’ASC (600◦). Cependant, la MSC dispose d’une
dure´e de vie plus faible que l’ASC (2500 heures [171]) et une densite´ de puissance
plus faible (370mW.cm−2 [171]). Ceci est notamment duˆ a` la de´gradation du support
me´tallique ainsi qu’a` la re´activite´ entre l’anode et le me´tal poreux.
La PAC du projet Evolve vise a` tirer le meilleur des technologies ASC et MSC.
Pour ce faire, l’utilisation de mate´riaux de pointe et le de´couplage des fonctionnalite´s
seront les clefs pour permettre d’accroˆıtre les performances de la SOFC Evolve dont
l’architecture est repre´sente´e Fig. 2.
Le projet Evolve s’articule autour de 9 acteurs dont 7 directement implique´s dans
la recherche lie´e a` ces mate´riaux. L’organigramme pre´sente´ Fig. 3 fait e´tat des parte-
naires du projet. Les poudres du projet (ne´cessaires a` la fabrication des mate´riaux)
sont fournies par CerPoTech (Ceramic Powder Technology), les mousses du collec-
teur de courant sont quant a` elles fournies par Alantum. Ces matie`res premie`res sont
transmises aux acteurs DLR (Deutsches Zentrum fu¨r Luft- und Raumfahrt), CdM
(Centre des Mate´riaux, http://www.armines.net/) et ISTEC (Institute of Science
and Technology for Ceramics) charge´s de la production des couches actives. Une
fois pre´pare´es, ces couches sont (e´ventuellement apre`s des tests de fonctionnement
effectue´s a` l’INP de Grenoble ou a` la DLR) envoye´es au CdM ou` sont effectue´es des
acquisitions au MEB. Ceci explique que cette the`se soit effectue´e en e´troite collabo-
ration avec le CdM (Centre des Mate´riaux) dans le cadre de la the`se de D. Masson
encadre´e par A.Chesnaud et A.Thorel.
6Figure 3 – Organigramme simplifie´ du projet Evolve faisant transparaˆıtre les
interactions entre les partenaires (en rouge notre contribution).
Objectifs de la the`se
Nous avons vu pre´ce´demment que le fonctionnement de la PAC repose en grande
partie sur les proprie´te´s de transport de ses couches actives. Le projet Evolve pro-
pose, comme nous l’avons vu, une nouvelle architecture de PAC ainsi que l’utili-
sation d’un assemblage de mate´riaux innovants du coˆte´ de l’anode et du collec-
teur de courant. Cette the`se s’inscrit dans une proble´matique d’analyse, de ca-
racte´risation et de mode´lisation des couches actives de la PAC Evolve. La ca-
thode du projet est constitue´e du compose´e LSCF, un mate´riau qui a e´te´ largement
e´tudie´ [166, 84, 40, 75, 55, 176, 203, 169, 184, 80] dans la litte´rature. Il en est de
meˆme pour l’e´lectrolyte constitue´ de YSZ qui fait l’objet d’un certain nombre de
travaux [63, 123, 93, 201, 165, 200, 80]. Ces mate´riaux sont parfaitement connus
et ne repre´sentent pas une innovation majeure du projet. Ils sont par conse´quent
exclus de nos travaux. L’anode est en revanche spe´cifique au projet Evolve. Elle se
divise en deux parties, l’anode dite fonctionnelle et le collecteur de courant. Dans
la suite, nous parlerons d’anode et de collecteur de courant afin de ne pas alourdir
le propos.
L’anode (en haut a` droite, Fig. 4) est en partie constitue´e de LST (Lanthanum do-
ped Strontium Titanate) afin d’en assurer les proprie´te´s de conductivite´ e´lectronique
(en gris sur l’image). Elle est aussi constitue´e de GCO permettant d’assurer la
conductivite´ ionique au sein du composite (en blanc Fig. 4). Ce composite ce´ramique
est bien e´videmment poreux (en noir Fig. 4), afin d’assurer l’acheminement du di-
hydroge`ne et l’e´vacuation de l’eau. Le composite LST-GCO est relativement pro-
metteur [204] mais il est cependant me´connu d’un point de vue microstructural. Le
collecteur de courant est quant a` lui de´fini a` deux e´chelles. Tout d’abord a` l’e´chelle
de la mousse (en bas a` gauche, Fig. 4), il est constitue´ d’une mousse de NiCrAl
permettant d’assurer la tenue me´canique de la SOFC. Cette mousse est impre´gne´e
par une ce´ramique permettant d’assurer le transport e´lectronique. Le collecteur est
aussi un mate´riau posse´dant des pores a` cette e´chelle. Ensuite, si l’on regarde la
ce´ramique de plus pre`s (en bas a` droite, Fig. 4), nous observons un mate´riau bi-
7Figure 4 – Sche´ma de l’architecture de la PAC Evolve (en haut a` gauche), se
re´fe´rer a` la le´gende de la Fig. 2 pour plus de de´tails sur les couches repre´sente´es.
Acquisitions au MEB : (i) Anode fonctionnelle (en haut a` droite) compose´e de LST
(en gris), de GCO (en blanc) et de pores (en noir). (ii) Collecteur de courant a`
l’e´chelle de la mousse (en bas a` gauche). Le collecteur de courant est compose´, a`
l’e´chelle de la mousse, d’une mousse de NiCrAl (en blanc) impre´gne´e d’une phase
ce´ramique (en gris) et de pores (en noir). (iii) Collecteur de courant a` l’e´chelle de
la ce´ramique (en bas a` droite). La phase ce´ramique du collecteur de courant est
compose´e, sur cette image, de LST (en gris clair) et de pores (en noir).
8phase´ constitue´ de LST assurant le transport e´lectronique et de pores assurant la
perme´abilite´ de ce milieu aux fluides (eau et dihydroge`ne).
Dans cette the`se, l’originalite´ des travaux est de rechercher a` estimer et a` opti-
miser les proprie´te´s de transport (conductivite´s, perme´abilite´) de composants inno-
vants en partant d’images bidimensionnelles (et donc a` moindre couˆt) du mate´riau
repre´sente´ a` diffe´rentes e´chelles.
Nous de´marrons nos travaux avec des images acquises au CdM (D.Masson et
al.) par MEB (Microscopie E´lectronique a` Balayage). Cette technique d’observation
et d’analyse des mate´riaux est largement re´pandue dans la litte´rature [92, 64, 79].
L’analyse automatique de ces images de mate´riaux fait intervenir des outils d’analyse
d’images afin d’obtenir une segmentation des phases en pre´sence, comme c’est l’usage
de le faire dans l’e´tude de mate´riaux [92, 64, 94, 79]. Subse´quemment nous propose-
rons une caracte´risation statistique des microstructures e´tudie´es. La caracte´risation
des mate´riaux est une pratique courante [53, 92, 64, 94, 79] qui permet de dresser
une empreinte morphologique du mate´riau. Ces travaux font l’objet de la Partie II
de ce manuscrit.
La particularite´ de ces travaux se situe, entre autres, dans le de´veloppement de
mode`les tridimensionnels ge´ne´riques des milieux e´tudie´s. Nous pouvons en observer
un certain nombre dans la litte´rature [140, 92, 157, 47]. Cependant, nous faisons
face ici, a` une proble´matique originale ou` d’une part la donne´e des microstructures
est bidimensionnelle et ou` d’autre part, les mate´riaux e´tudie´s sont (dans le cas de
l’anode) triphase´s, ce qui peut eˆtre un frein conse´quent au de´veloppement de mode`les
ge´ne´riques [92]. La mode´lisation des mate´riaux e´tudie´s fait l’objet de la Partie III
de cette the`se.
L’objectif de cette mode´lisation est triple. Premie`rement, nous disposons de mi-
crostructures mode`les (en trois dimensions) qui nous permettent d’estimer des ca-
racte´ristiques morphologiques impossible a` estimer en deux dimensions, directement
sur les images segmente´es. Deuxie`mement, le fait de disposer de microstructures tri-
dimensionnelles nous permet de pre´dire, au moyen d’outils nume´riques, les proprie´te´s
de transport des mate´riaux re´els associe´s. Troisie`mement, ces mode`les ge´ne´riques
nous ame`nent a` la singularite´ de ces travaux qui est, comme nous l’avons compris,
l’optimisation des microstructures au regard des proprie´te´s calcule´es. Ce troisie`me
volet, tout a` fait original constitue l’objectif final de cette the`se. La Partie IV traite







Ope´rateurs morphologiques en analyse
d’images
L’analyse d’images est un point essentiel a` l’e´tude des mate´riaux mis en œuvre
dans les piles a` combustible du projet Evolve. Dans ce chapitre, nous rappelons la
formalisation mathe´matique d’une image et donnons les diffe´rents ope´rateurs mor-
phologiques classiques, ne´cessaires a` l’analyse des images de mate´riaux he´te´roge`nes.
Nous faisons re´fe´rence a` [160, 164] pour une description plus approfondie du sujet.
1.1 Notion d’image
Une image I de dimension d a` valeurs dans un espace de dimension n peut eˆtre
de´finie de fac¸on tre`s ge´ne´rale comme une fonction quelconque de l’espace fonction-
nel (Rn)R
d
. En pratique, nous travaillons ge´ne´ralement avec des objets repre´sente´s
dans un espace de de´part discret, ferme´ et borne´. L’ensemble d’arrive´e est lui aussi
e´chantillonne´, ferme´ et borne´. On parlera dans la suite d’image nume´rique I de´finie
comme :
I : X ⊂ Zd −→ Y ⊂ Zn
x 7−→ I(x) (1.1)
Dans la suite, nous nous limiterons aux images nume´riques planes (d = 2) a`
valeurs scalaire (n = 1) plus commune´ment appele´es images a` niveaux de gris. Les
ope´rateurs que nous pre´sentons dans la suite existent dans un cadre plus ge´ne´ral,
mais nous nous limitons au rappel de leur de´finition dans le cas particulier d’images
a` niveaux de gris. On de´finit Iλ(x) ∈ {0, 1}Z2 le seuillage de niveau λ d’une image
a` niveau de gris I comme l’image binaire ve´rifiant :
∀x ∈ X, Iλ(x) =
{
1 si I(x) ≥ λ
0 sinon
(1.2)
1.2 Ope´rateurs de base de la morphologie mathe´matique
L’analyse d’image consiste a` extraire et quantifier les informations pre´sentes dans
une image nume´rique. Pour ce faire, un certains nombre d’outils ont e´te´ de´veloppe´s
au fil du temps. Nous nous inte´ressons ici aux outils de la morphologie mathe´matique
que nous utiliserons dans la suite.
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Figure 1.1 – Sche´ma repre´sentant l’e´le´ment structurant B (en blanc). Le point x
ainsi que le translate´ Bx (en bleu) de B par x. Le point y ainsi que le syme´trique et
translate´ B˘y (en rouge) de l’e´le´ment structurant B par le point y.
1.2.1 E´le´ment structurant, translate´ et syme´trique
Soit I une image de´finie selon (1.1) sur son support X ⊂ Z2 a` valeurs dans
Y ⊂ Z. On appelle e´le´ment structurant B tout un sous ensemble de X tel que
B ⊂ X . Soit x ∈ X , on notera Bx le translate´ de B par x de´fini comme :
Bx = {b+ x|b ∈ B} (1.3)
Le syme´trique de l’ensemble B note´ B˘ est de´fini comme :
B˘ = {−b|b ∈ B} = B(−x) (1.4)
1.2.2 Addition et soustraction de Minkovski
Dans le cas d’une image binaire (autrement dit ensembliste), nous disposons de












A⊖ B = (Ac ⊕ B)c (1.5)
Ces deux ope´rateurs sont a` l’origine des ope´rateurs de base de la morphologie
mathe´matique. Ils constituent en effet, ce que l’on qualifie respectivement de di-
latation et d’e´rosion d’une image binaire. Leur extension a` des images a` niveaux de
gris est donne´e ci-apre`s.
1.2.3 E´rosion, dilatation
L’e´rosion ǫB(A) et la dilatation δB(A) d’un ensemble A par un e´le´ment structu-
rant B s’e´crivent :
δB(A) = A⊕ B˘
ǫB(A) = A⊖ B˘ (1.6)
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(a) (b) (c)
Figure 1.2 – (a) : Image binaire originale I. Les pixels blancs repre´sentent l’indi-
catrice de I. (b) : Ope´rateur de dilatation δB applique´ a` l’image binaire I (a) avec
un e´le´ment structurant B carre´ de 3×3 pixels. Les pixels blancs et gris repre´sentent
l’indicatrice du dilate´ δB(I). (c) : Ope´rateur d’e´rosion ǫB applique´ a` l’image bi-
naire I (a) avec le meˆme e´le´ment structurant B. Seuls les pixels blancs repre´sentent
l’indicatrice de l’e´rode´ ǫB(I). (Source : E. Decencie`re)
Ces ope´rateurs sont illustre´s Fig.1.2b et 1.2c dans le cas d’un e´le´ment structurant
syme´trique. L’extension de ces de´finitions aux images a` niveaux de gris ne´cessite
l’introduction des ope´rateurs sup et inf. Pour une image a` niveaux de gris I ∈
(Y ⊂ Z)X⊂Z2 et un e´le´ment structurant binaire B ∈ (0, 1)Z2 , on de´finit les deux







L’introduction des images seuille´es permet de donner une de´finition alternative
mais e´quivalente de la dilatation (resp. e´rosion) dans le cas d’e´le´ments structu-
rants plans. Il s’agit de conside´rer la de´composition de l’image en une collection
d’images seuille´es (Iλ)λ∈Y auxquelles on applique se´pare´ment l’ope´rateur binaire de
dilatation (resp. e´rosion) avant re-composition de l’image dilate´e (resp. e´rode´e) en
re´-assemblant les images seuille´es dilate´es (resp. e´rode´es).
1.2.4 Ouverture, fermeture
Les ope´rateurs d’ouverture et de fermeture se de´duisent par composition des
ope´rateurs pre´ce´dents. On de´finit l’ouverture γB(I) et la fermeture φB(I) d’une
image I comme :
γB(I) = δB(I) ◦ ǫB(I)
φB(I) = ǫB(I) ◦ δB(I) (1.8)
L’ope´rateur d’ouverture permet de retirer les parties d’objets plus petites que l’e´le´ment
structurant (ES) et de les associer au fond. L’ope´rateur de fermeture en revanche
consiste a` remplir les parties du fond plus petites que l’ES et de les associer aux ob-
jets. Ces deux ope´rateurs sont idempotents (c’est a` dire qu’appliquer ces ope´rateurs
une ou plusieurs fois a le meˆme effet sur le re´sultat final) et une illustration de leur
fonctionnement est donne´e Fig.1.3.
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(a) (b) (c)
Figure 1.3 – (a) : Image binaire originale I. Les pixels blancs repre´sentent l’indi-
catrice de I. (b) : Ope´rateur d’ouverture γB applique´ a` l’image binaire I (a) avec
un e´le´ment structurant B carre´ de 3× 3 pixels. Seuls les pixels blancs repre´sentent
l’indicatrice de γB(I). (c) : Ope´rateur de fermeture φB applique´ a` l’image binaire
I (a) avec le meˆme e´le´ment structurant B. Les pixels blancs et gris repre´sentent
l’indicatrice de φB(I). (Source : E. Decencie`re)
1.2.5 Labellisation d’une image binaire et ouverture par at-
tribut
L’ope´ration de labellisation d’une image binaire [154], consiste a` e´tiqueter cha-
cune des composantes connexes pre´sentes dans l’image avec un label. On notera
que le fond de l’image est, au meˆme titre que les objets, conside´re´ comme une
composante connexe. Cette ope´ration permet par exemple de traiter se´pare´ment les
composantes connexes d’une image, de les caracte´riser etc. On notera LI l’image
labellise´e de l’image binaire I.
L’ouverture par attribut d’une image consiste comme pour l’ouverture classique
a` assimiler certains e´le´ments de l’image au fond. Dans le cas d’une ouverture par
attribut, est conside´re´e une image labellise´e LI . Un attribut A (par exemple volume,
tortuosite´, rayon e´quivalent... de la composante connexe) est choisi pour effectuer
l’ouverture ainsi qu’un crite`re associe´ (exemple plus grand/petit qu’un certain seuil).
Les composantes connexes ne ve´rifiant pas le crite`re pour l’attribut choisi sont as-
simile´es au fond. Cette ouverture est particulie`rement efficace pour discriminer des
composantes connexes selon un crite`re lie´ a` la se´mantique de l’image.
1.3 Outils auxiliaires
1.3.1 Histogramme et histogramme cumule´
Si l’on conside`re une image I comme la re´alisation d’une fonction ale´atoire I,
l’histogramme HI est l’estimateur de la fonction densite´ de probabilite´ f I(x) de I.
Il est de´fini comme :
HI(z) =
#{I(x) = z , x ∈ X}
|X| ∼ f
I(x), (1.9)
ou` # repre´sente l’ope´rateur cardinal d’un ensemble. La fonction de re´partition F I
obtenue comme l’inte´grale de la fonction de re´partition est estime´e par l’histogramme




#{I(x) ≤ z , x ∈ X}
|X| ∼ F
I(x) (1.10)
1.3.2 H-min et H-max
Les ope´rateurs H-min et H-max ont e´te´ introduits par [158]. Comme leur nom
le sugge`re, ils permettent de filtrer les minima (H-min) ou bien les maxima (H-
max) de hauteur infe´rieure a` un parame`tre H donne´ dans une image I. Pour
ce faire l’image I − H est conside´re´e dans le cas du H-max, s’en suit une re-
construction (par dilatations ge´ode´siques dans I [158] applique´es successivement
jusqu’a` idempotence). L’image obtenue par reconstruction constitue le re´sultat de
cette transformation dans laquelle aucun maximum de hauteur infe´rieure a` H n’est
pre´sent. L’ope´rateur H-min s’obtient en comple´mentant l’image I, en prenant son H-
max puis en comple´mentant le re´sultat. Ces ope´rateurs sont particulie`rement utiles
en traitement d’images car ils permettent de simplifier l’image I en retirant les
maxima/minima de faible valeur.
1.3.3 Filtrage bilate´ral
Le filtrage bilate´ral [177] est une technique de filtrage permettant de re´duire
significativement le bruit pre´sent a` l’acquisition en pre´servant les contours dans
l’image contrairement a` des filtrages type moyen/me´dia. Pour une image a` niveaux





I(x)g(|I(x)− I(t)|; σi)g(|x− t|; σc), (1.11)
ou` W (x) est dans notre cas un e´le´ment structurant carre´ de cote´ a centre´ en x,








Ou` || · || repre´sente l’ope´rateur module. Une illustration de la transformation est
propose´e Fig. 1.4. Les variances σi et σc dans (1.11) permettent de prendre en
compte les deux informations d’intensite´ et de coordonne´e pour le filtrage. Un fil-
trage franc a` l’interface entre deux objets est donc possible, pre´servant ainsi les
frontie`res dans l’image. Le facteur µ est un terme de normalisation (de´pendant de
la position x) choisi afin de conserver la valeur moyenne de I. En repre´sentant
l’ope´rateur moyenne dans l’espace par 〈·〉∈X , nous pouvons e´crire l’e´galite´ suivante
〈F(I; s)〉s∈X = 〈I(x)〉x∈X .




Figure 1.4 – (a) Image rogne´e issue d’une d’anode . (b) Gaussienne g(x; 3) de´finie
sur un voisinage W (x) de coˆte´ a = 5. (c) Image originale en fausses couleurs. (d)
Re´sultat d’un filtrage moyen. (e) Re´sultat du filtrage bilate´ral.
Chapitre 2
Notions de mesures morphologiques
La caracte´risation des ensembles ale´atoires est un point clef dans l’e´tude des
microstructures de composants pour PACs. En effet, en plus de l’aspect purement
qualitatif ces quantite´s permettent d’orienter la recherche des mode`les ale´atoires qui
feront l’objet de la partie III.
Dans la suite, nous conside´rons un ensemble ale´atoire E multi-phase´ de´fini sur
un domaine D ⊂ Rn et compose´ des n phases (Ai)i∈1...n. Les Ai seront dans la suite
conside´re´s comme des ensembles ale´atoires ergodiques et stationnaires formant une




La fraction volumique fi de l’ensemble ale´atoire Ai ⊂ R3 se de´finit comme la
probabilite´ :
fi = P{x ∈ Ai}, (2.1)
Par souci de simplification, nous utiliserons ce terme ainsi que la notation associe´e
pour de´finir la fraction surfacique d’un ensemble ale´atoire Ai ⊂ R2, la de´finition
Eq. 2.1 restant valide quelque soit la dimension de l’espace conside´re´.
2.2 Covariance
La covariance est une mesure permettant de caracte´riser l’agencement spatial
d’un ensemble ale´atoire Ai. Elle est lie´e a` la notion d’e´chelle caracte´ristique, d’amas,
d’associations pre´fe´rentielles ou d’exclusion, d’isotropie/d’anisotropie, de surface
spe´cifique, etc. La richesse de cette mesure en fait un outil privile´gie´ dans l’e´tude
des milieux ale´atoires.
2.2.1 De´finition
La covariance ([106] p. 27) de l’ensemble ale´atoire Ai note´e Cii(h) ou Ci(h) est
de´finie comme :
Ci(h) = P{x ∈ Ai,x+ h ∈ Ai} (2.2)
On note C i(h) ou C ii(h) la covariance du comple´mentaire de Ai note´ A
c
i . Dans le
cas isotrope c’est a` dire le cas ou la covariance ne de´pend pas de la direction prise
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par h, on assimilera alors h a` son module note´ h. On prend alors les notations Ci(h)
ou Cii(h) pour la covariance, de meˆme pour celle du comple´mentaire C i(h)
La covariance croise´e Cij(h) entre deux ensembles ale´atoires Ai et Aj permet
de caracte´riser l’interaction entre les deux ensembles ale´atoires. Comme la cova-
riance, elle est en relation avec les informations de surface spe´cifique, de relations
d’agencement entre les ensembles ale´atoires (phe´nome`nes de re´pulsion, d’attraction
ou d’inde´pendance). On de´finit Cij(h) comme :
Cij(h) = P{x ∈ Ai,x+ h ∈ Aj} (2.3)
2.2.2 Proprie´te´s
La covariance Ci(h) est lie´e a` celle du comple´mentaire C i(h) par l’interme´diaire
de la formule suivante :
C i(h) = 1− 2Ci(0) + Ci(h) (2.4)
Pour h = 0, on a en particulier :
Ci(0) = fi, (2.5)
de meˆme pour le comple´mentaire C i(0) = 1 − fi = qi. De plus, dans le cas d’un
ensemble ale´atoire ergodique et stationnaire la covariance atteint un palier :
Ci(∞) = Ci(0)2 (2.6)
On appelle porte´e de la covariance la valeur de |h| telle que le palier soit atteint,
cette longueur correspond a` la taille caracte´ristique des objets composant l’ensemble
ale´atoire Ai.
La pente a` l’origine de C ij(h) (en |h| = 0) est directement relie´e a` la surface
spe´cifique SVij entre les phases i et j (le cas i = j correspondant a` la surface spe´cifique












Ou` α repre´sente la/les composante(s) angulaire(s) lie´e(s) a` la de´finition des coor-
donne´es au sein desquelles h est repe´re´. Dans le cas isotrope, on peut la re´e´crire








2.2.3 Algorithme et imple´mentation
L’estimation nume´rique de la covariance est un point clef dans la suite des tra-
vaux. Il est en effet ne´cessaire d’obtenir l’estimation nume´rique la plus fiable a` partir
des images (vues comme des re´alisations de E). Afin de pouvoir calculer la covariance
croise´e entre deux ensembles ale´atoires Ai et Aj , dans l’ensemble des directions, on
utilise les indicatrices de Ai et Aj note´es χi et χj. Ces indicatrices sont de´finies sur le
domaine D tout comme E. Le calcul de la covariance Ci de Ai s’obtient de la meˆme
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fac¸on en remplac¸ant Aj par Ai. La corre´lation croise´e de ces indicatrices permet







µn(D) ∩ µn(Dh)(χi ∗ χ˘j)(h) , (2.9)
ou` ∗ repre´sente le produit de convolution et (˘·) l’ope´rateur de syme´trie de´fini Eq. 1.4.
Le produit de convolution est calcule´ dans le domaine de Fourier graˆce a` la Trans-







ou` (·) repre´sente l’ope´rateur conjugue´ complexe. A partir de l’e´quation (2.10) on ob-
tient Cij pour tous les vecteurs h ∈ D. L’objectif est cependant d’obtenir des courbes
de covariance de´finies sur un domaine 1D. Pour retrouver le re´sultat escompte´, une
inte´gration selon les composantes angulaires (en coordonne´es cylindriques) de la
covariance est effectue´e a` |h| fixe´ afin de conserver l’ensemble de l’information.
L’ensemble des covariances dites mesure´es qui sont pre´sente´es dans ce document
sont obtenues comme de´crit ci-dessus. Des courbes de covariances sur des ensembles
ale´atoires issus de mate´riaux re´els sont trace´es Fig. 3.9 et Fig. 3.10.
2.3 E´rosion line´aire
L’e´rosion line´aire est une mesure qui s’applique a` un ensemble Ai. Cette mesure
est utile dans la mesure ou` elle permet d’exclure la mode´lisation d’un milieu ale´atoire
par des milieux Boole´ens a` grains primaires convexes. Nous verrons en Sec. 5.1 que
le mode`le Boole´en posse`de une courbe d’e´rosion line´aire caracte´ristique de type
de´croissance exponentielle.
2.3.1 De´finition
L’e´rosion line´aire d’un ensemble ale´atoire Ai note´e Pi(ℓ) (dans l’hypothe`se d’iso-
tropie qui sera toujours ve´rifie´e dans la suite) repre´sente la probabilite´ qu’un segment
L(ℓ) de longueur ℓ soit comple`tement inclus dans l’ensemble ale´atoire Ai :
Pi(ℓ) = P{L(ℓ) ⊂ Ai} . (2.11)
Notons l’e´rosion line´aire du comple´mentaire Qi(ℓ), elle s’exprime comme :
Qi(ℓ) = P{L(ℓ) ⊂ Aci} . (2.12)
La notation Qi(ℓ) sera parfois privile´gie´e a` Pi(ℓ).
2.3.2 Algorithme et imple´mentation
On remarque que la de´finition pre´ce´dente peut eˆtre interpre´te´e en termes d’ope´rations
morphologiques en faisant intervenir l’e´rosion binaire (1.6) :
Qi(ℓ) = P{x ∈ ǫL(ℓ)(Aci)} (2.13)
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L’e´rosion line´aire Qi(ℓ) d’un ensemble ale´atoire Ai est donc calcule´e graˆce a` des
e´rosions de Aci par l’e´le´ment structurant L(ℓ). Cet e´le´ment structurant de type seg-
ment est oriente´ successivement dans dix directions du plan et de taille croissante.
Une moyenne est effectue´e selon les directions pour obtenir l’e´rosion line´aire sous
hypothe`se d’isotropie, hypothe`se ve´rifie´e pour l’ensemble de nos mate´riaux. Des
courbes d’e´rosions line´aires sur des ensembles ale´atoires issus de mate´riaux re´els
sont pre´sente´es Fig. 3.13.
2.4 Granulome´trie par ouvertures
La granulome´trie par ouvertures permet de caracte´riser la distribution en taille
d’un ensemble ale´atoire. Cette mesure est notamment utilise´e dans la Sec. 6.2.2 pour
valider la pertinence des mode`les ge´ne´re´s.
2.4.1 De´finition
La granulome´trie ([106] p. 23) par ouvertures Gi(S) d’e´le´ment structurant B(S)
de surface/volume S est de´finie graˆce a` l’ope´rateur d’ouverture morphologique (1.8)
comme la probabilite´ conditionnelle :
Gi(S) = 1− P{x ∈ γB(S)(Ai) | x ∈ Ai} , (2.14)
qui vaut 0 pour S = 0 et 1 pour S → ∞. La distribution non cumule´e de tailles




2.4.2 Algorithme et imple´mentation
La granulome´trie est estime´e nume´riquement en prenant comme e´le´ment struc-
turant B le disque (en 2D) ou la boule (en 3D) de surface/volume S. Une se´rie
d’ouvertures est alors applique´e a` l’ensemble ale´atoire Ai. L’idempotence et l’anti-
extensivite´ de l’ope´rateur permettent d’appliquer cette se´rie d’ouvertures directe-
ment sur l’ensemble ouvert de la pre´ce´dente ite´ration. Des courbes de granulome´tries
sur des ensembles ale´atoires issus de mate´riaux re´els sont pre´sente´es Fig. 3.14.
2.5 Volume E´le´mentaire Repre´sentatif (VER)
L’e´tude du VER (Volume E´le´mentaire Repre´sentatif) est un point crucial pour
d’une part permettre de pre´dire la qualite´ d’une e´tude nume´rique sur des ensembles
ale´atoires, d’autre part pre´dire les tailles de volumes ne´cessaires a` un calcul lourd
(par exemple un calcul de proprie´te´s sur des microstructures complexes).
Tout d’abord, il est important de pre´ciser que la notion de VER d’un ensemble
ale´atoire Ai est une quantite´ associe´e a` une proprie´te´ scalaire (champ scalaire tel que
l’indicatrice, une composante du vecteur densite´ de courant ou du vecteur vitesse
...) et a` une erreur relative sur cette meˆme proprie´te´. Ces deux quantite´s seront
respectivement note´es P et erel. Dans la suite, P est conside´re´e comme une variable
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ale´atoire. La de´finition de la porte´e inte´grale APn associe´e a` P est ne´cessaire a` l’in-
troduction du VER. On la de´finit en dimension n comme l’inte´grale de la fonction





CP(0)− CP(0)2 ∂h (2.15)
Dans la suite, nous nous plac¸ons dans R3 en prenant n = 3, l’ensemble des
re´sultats e´tant extensible a` n entier strictement positif. Pour une variable ale´atoire
stationnaire et ergodique P de´finie sur un volume de taille V0, [107] et [82] montrent
la validite´ de la proprie´te´ suivante pour des sous volumes inde´pendants, de taille V ,











ou` D2P est la covariance ponctuelle de P sur le volume complet de taille V0 et
D2P(V ) la variance des moyennes spatiales de P sur des volumes disjoints de taille
V . En pratique, A3 est calcule´ par un ajustement de (2.16). Un exemple de ce type
d’ajustement est trace´ a` la Fig. 3.15 afin de de´terminer le VER de la microstructure
(c’est a` dire P = f) sur un mate´riau re´el.
Si l’on conside`re k re´alisations sur des volumes inde´pendants de taille V finie,





Lorsque V0 est suffisamment conse´quent, on peut choisir k = 1. En utilisant






De fac¸on re´ciproque, l’erreur relative associe´e a` la moyenne spatiale de la pro-






La tortuosite´ est au de´part une proprie´te´ qui s’applique a` des courbes afin de
quantifier l’aspect droit/sinueux de ces dernie`res. Cette proprie´te´ est e´tendue aux
surfaces et aux volumes en morphologie mathe´matique par l’introduction de la notion
de distance ge´ode´sique [160, 187, 34, 138].
Soit A une composante connexe de R3, on de´finit la tortuosite´ τA de A comme le
ratio entre la longueur ge´ode´sique LA(X, Y ) (Fig. 2.1) se´parant X et Y et la distance
euclidienne L(X, Y ) se´parant ces deux points. Les points X et Y sont choisis comme




, LA(X, Y ) = max
x,y∈A
(LA(x, y)), (2.20)
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Figure 2.1 – Illustration d’une composante connexe A dans laquelle le segment
de droite (gris clair) entre x et y (chemin correspondant a` la distance euclidienne
L(x, y)) est compare´ au chemin correspondant a` la distance ge´ode´sique LA(x, y)
(noir) et a` un chemin quelconque C(x, y) (gris sombre) entre deux points x et y
inclus dans A.
ou` la distance ge´ode´sique LA(x, y) est de´finie comme la longueur du plus court
chemin C(x, y) entre x et y tel que tout point de C(x, y) soit dans A :





ou` 1A repre´sente l’indicatrice de A.
2.7 Covariance d’un champ vectoriel
La covariance des orientations [4, 70] est une technique de´veloppe´e pour per-
mettre de caracte´riser les proprie´te´s de la covariance dans le cadre de variables
ale´atoires vectorielles. Le crite`re morphologique introduit ci-apre`s permet, par exemple,
de caracte´riser des longueurs de corre´lations d’orientations dans un champ de vitesse.
2.7.1 De´finition
La covariance d’orientations d’un champ vectoriel ale´atoire u de´fini dans un
volume V est note´e Cu(h) dans la suite. Elle est relie´e a` l’angle α(x,x+ h) forme´
entre deux vecteurs de u, l’un situe´ en x l’autre en x+ h. On peut exprimer le
cosinus carre´ de l’angle αu en faisant intervenir le produit scalaire de R
3 note´ (·) et
sa norme associe´e || · || selon la formule suivante :
cos2 (αu(x,x+ h)) =
(u(x) · u(x+ h))2
||u(x)||2||u(x+ h)||2 (2.22)
On conside`re dans la suite un champ vectoriel u(x) normalise´ c’est a` dire tel que
∀x ∈ V, ||u(x)|| = 1. La covariance des orientations est l’espe´rance de la quantite´
de´finie en (2.22). Dans le cas d’un champ de vecteur stationnaire, on peut e´crire :
Cu(h) = E{cos2 (αu(x,x+ h))} =
∫
x∈V
cos2 (αu(x,x+ h)) d
3h. (2.23)
2.7.2 Algorithme et imple´mentation
On montre [70] que la covariance des orientations (2.23) peut s’estimer comme
une combinaison des covariances scalaires des diffe´rentes composantes (ui)i∈[1...3] du
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vecteur vitesse u. En outre, elle s’exprime en fonction des covariances scalaires (2.2)








En dimension trois, le calcul de la covariance vectorielle ne´cessite donc six calculs
de covariances. Ces covariances sont calcule´es comme de´crit en Sec. 2.2.3.
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Chapitre 3
Couches anodiques
Ce chapitre permet, dans un premier temps, d’introduire les constituants mis en
œuvre dans les anodes. Dans un second temps, nous verrons comment les images de
ces mate´riaux composites ont e´te´ traite´es afin d’obtenir des images a` trois phases
du mate´riau re´el. Enfin, la caracte´risation de chacune des phases via des mesures
morphologiques cloˆturera ce chapitre.
3.1 Mate´riaux mis en œuvre dans les anodes
3.1.1 Pre´sentation du mate´riau
Nous nous inte´resserons dans la suite a` l’e´tude de la couche active de l’anode.
Il s’agit d’un composite a` trois phases constitue´ de GCO, de LST et de pores. Ce
composite a pour objectif d’assurer le transport de trois quantite´s distinctes comme
sugge´re´ par la Fig. 1 :
– Les ions O2− provenant de l’e´lectrolyte (transport effectue´ au sein de la phase
GCO)
– Les e´lectrons forme´s lors de la re´action O2− +H2 → H2O + 2e− des ions O2−
en pre´sence d’hydroge`ne (transport effectue´ au sein de la phase LST)
– Les fluides (H2O et H2) en pre´sence lors de cette meˆme re´action (transport
effectue´ au sein de la phase poreuse)
Ce mate´riau composite est re´alise´ a` partir des poudres des constituants synthe´tise´es
par CerpoTech (Work Package 2 ). Les poudres sont ensuite envoye´es a` diffe´rents
partenaires. Trois versions de ces mate´riaux on e´te´ conc¸ues durant le projet. Les trois
versions diffe`rent principalement de par le proce´de´ de de´poˆt utilise´ pour obtenir les
anodes. Dans le cas des anodes du CdM, la technique de bar-coating est utilise´e. Les
anodes de la DLR sont re´alise´es graˆce a` un proce´de´ de colloidal/plasma-spraying.
Le partenaire ISTEC se sert quant a` lui d’une me´thode de se´rigraphie pour obte-
nir ses e´lectrodes. Ceci ayant pour inte´reˆt de comparer les diffe´rences entre les trois
techniques de fabrication des anodes. Les couches anodiques ainsi pre´pare´es sont ap-
pose´es selon la configuration pre´sente´e en Fig. 3.1 de part et d’autre d’un substrat
central. Les e´chantillons seront re´fe´rence´s comme IST-X-s pour les anodes situe´es
au dessus du substrat (resp. IST-X-i pour les couches en dessous du substrat) ou`
IST est l’acronyme de l’institut a` l’origine de l’e´chantillon (IST pour ISTEC, ARM
pour le CdM et DLR pour la DLR) X est le nume´ro identifiant l’e´chantillon. Par
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Figure 3.1 – Sche´ma d’une pastille d’anodes syme´triques : substrat central se´parant
deux couches d’anodes.
exemple, 29-i correspond a` l’anode situe´e au dessus du substrat dans l’e´chantillon
29. L’ensemble de ces e´chantillons est liste´ Tab. 3.1.
3.1.2 Me´thode d’acquisition
Nous avons effectue´ des tentatives d’acquisition d’images de ce mate´riau a` l’ESRF
en holotomographie-X avec une re´solution de 25 nm/pixel sur la ligne ID16B. Ce-
pendant en raison de l’e´paisseur et de l’opacite´ du substrat (ne´cessaire a` la tenue
me´canique de l’e´chantillon) et compte tenu du faible contraste entre les phases so-
lides, nous avons e´te´ contraints de renoncer a` cette me´thode d’investigation. Des
acquisitions du mate´riau sont pre´sente´es en Fig. 3.2. Les images du CdM ont e´te´ ob-
tenues par Microscopie E´lectronique a` Balayage (MEB) disposant d’une re´solution
spatiale de 8.27 nm/pixel et d’un champ d’observation de 883 × 1024 pixels (soit
7.3× 8.47µm). L’observation de ces e´chantillons au MEB est effectue´e en exploitant
les e´lectrons re´tro-diffuse´s.
Les trois phases apparaissent majoritairement dans trois domaines de niveaux de
gris distincts. Les noirs/gris sombres correspondent aux pores de la microstructure,
en gris le conducteur e´lectronique LST et en gris clair/blanc le conducteur ionique
GCO.
La premie`re campagne d’acquisition a permis de mettre en lumie`re les difficulte´s
majeures dans la segmentation d’images d’e´chantillons poreux a` trois phases. En
effet, comme on peut l’observer Fig. 3.2a l’image MEB qui est cense´e donner une
vue de coupe planaire d’un mate´riau laisse apparaˆıtre des structures provenant de
plans sous-jacents et observables a` travers les pores. Nous verrons en Sec. 3.2 en
quoi ce proble`me est capital pour la suite de l’e´tude.
Le CdM a mis en place une nouvelle me´thode de pre´paration des e´chantillons
visant a` limiter cet effet de relief. Cette nouvelle technique de pre´paration diffe`re
principalement de la pre´ce´dente par l’ajout d’une e´tape de polissage a` grains fins. Le
re´sultat de cette me´thode est pre´sente´ Fig. 3.2b ou` l’on peut visuellement observer
une se´paration plus nette entre les trois constituants. Dans la suite, seules les images
de type Fig.3.2b seront conside´re´es. C’est a` dire celles acquises suite a` l’application
de la nouvelle technique de pre´paration.
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(a)
(b)
Figure 3.2 – (a) Image MEB de l’e´chantillon IST-29-s acquise apre`s la premie`re
me´thode de pre´paration des e´chantillons.(b) Image MEB du meˆme e´chantillon ac-
quise apre`s la technique de pre´paration a` polissage fin de´veloppe´e au CdM. Ces deux
images a` niveau de gris code´es sur 8 bits contiennent 883 × 1024 pixels pour une
re´solution spatiale de 6.2 nm/pixel (a) et 8.27 nm/pixel (b).
3.1.3 Images MEB d’anodes composites
Dans cette section, nous pre´sentons Fig. 3.3 des images de diffe´rents e´chantillons
afin d’illustrer le panel de microstructures d’anodes e´tudie´es dans le projet. Les
trois phases du mate´riau seront dans la suite de´finies comme B pour la phase
sombre constitue´e de pores, G pour la phase grise constitue´e de LST et W pour la
phase claire constitue´e de GCO. L’ensemble des e´chantillons disponibles est re´sume´
Tab. 3.1, faisant apparaˆıtre le nombre d’images acquises pour chaque e´chantillon
ainsi que la taille du champ disponible.
3.2 Me´thodes d’analyse des anodes a` trois phases
L’objectif de cette section est de proposer une me´thodologie de segmentation
applicable a` l’ensemble des e´chantillons et permettant d’assigner chaque pixel a` une
des trois phases pre´sentes dans le mate´riau.
3.2.1 E´tat de l’art dans l’analyse d’images d’e´lectrodes de
piles a` combustible
A notre connaissance, en dehors de [47, 80], dans le domaine de l’analyse de
couches actives de PAC, les techniques de segmentations sont relativement rudi-
mentaires. En effet, nous notons l’utilisation d’un seuillage manuel par [65], global
et directement applique´ a` l’image 3D (obtenue en tomographie a` rayons-X) brute
sans pre´traitements. Dans le cas de [112] il s’agit d’un seuillage global d’une image
3D (acquise en FIB-MEB, Focused Ion Beam couple´ a` un MEB pour la reconstruc-
tion 3D a` base de coupes successives) manuel pre´ce´de´ d’un sous e´chantillonnage de




Figure 3.3 – (a,b) E´chantillons IST-33-i (e´paisseur du de´poˆt 5 µm) et IST-29-s
(e´paisseur du de´poˆt 15 µm) re´alise´s par ISTEC (Genova, Italie). (c,d) E´chantillons
ARM-1000-i et ARM-1000-s fabrique´s par le CdM (E´vry, France). (e,f) E´chantillons
DLR-11-s et DLR-15-i obtenus par la DLR (Stuttgart, Allemagne).
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E´chantillon n Dimensions (pixels) S (µm×µm×n = µm2)
IST-14-i 10 341 × 1024 2.82 × 8.47 × 10 = 238.8
IST-14-s 10 251 × 1024 2.08 × 8.47 × 10 = 175.8
IST-15-i 10 531 × 1024 4.39 × 8.47 × 10 = 371.9
IST-15-s 8 371 × 1024 3.07 × 8.47 × 8 = 207.9
IST-24-i 9 551 × 1024 4.56 × 8.47 × 9 = 347.3
IST-24-s 10 491 × 1024 4.06 × 8.47 × 10 = 343.9
IST-25-i 10 361 × 1024 2.99 × 8.47 × 10 = 252.8
IST-25-s 6 376 × 1024 3.11 × 8.47 × 6 = 158.0
IST-28-i 10 883 × 1024 7.30 × 8.47 × 10 = 618.4
IST-28-s 10 883 × 1024 7.30 × 8.47 × 10 = 618.4
IST-29-i 10 883 × 1024 7.30 × 8.47 × 10 = 618.4
IST-29-s 10 883 × 1024 7.30 × 8.47 × 10 = 618.4
IST-32-i 10 521 × 1024 4.31 × 8.47 × 10 = 364.9
IST-32-s 9 421 × 1024 3.48 × 8.47 × 9 = 265.4
IST-33-i 14 516 × 1024 4.27 × 8.47 × 14 = 505.9
IST-33-s 10 451 × 1024 3.73 × 8.47 × 10 = 315.9
DLR-11-i 10 709 × 1024 5.86 × 8.47 × 10 = 496.5
DLR-11-s 10 709 × 1024 5.86 × 8.47 × 10 = 496.5
DLR-15-i 10 759 × 1024 6.28 × 8.47 × 10 = 531.6
DLR-15-s 10 883 × 1024 7.30 × 8.47 × 10 = 618.4
DLR-16-i 10 734 × 1024 6.07 × 8.47 × 10 = 514.1
DLR-16-s 10 883 × 1024 7.30 × 8.47 × 10 = 618.4
DLR-34-i 10 754 × 1024 6.24 × 8.47 × 10 = 528.1
DLR-34-s 10 883 × 1024 7.30 × 8.47 × 10 = 618.4
ARM-1000-i 20 883 × 1024 7.30 × 8.47 × 20 = 1236.8
ARM-1000-s 20 883 × 1024 7.30 × 8.47 × 20 = 1236.8
Table 3.1 – Tableau re´sumant la liste des e´chantillons e´tudie´s (premie`re colonne),
le nombre n d’images acquises par e´chantillon (deuxie`me colonne), ainsi que la taille
des images correspondantes (troisie`me colonne). Surface S (en µm2) disponible pour
chaque e´chantillon (quatrie`me colonne).
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l’image afin de se ramener a` une trame cubique. De fac¸on similaire [78, 79] utilisent
un seuillage global de´termine´ par la me´thode d’Otsu [133] directement sur l’image
3D (obtenue par FIB-MEB) brute. Le seuillage global permet, dans [80], de se´parer
dans un premier temps les pores de la phase solide. Il est ensuite combine´ a` une
croissance de re´gions afin de segmenter les trois phases d’une anode poreuse dont la
phase solide est un composite YSZ-Ni. Cette me´thode de´pendant e´norme´ment du
contraste local entre les phases en pre´sence et de la pertinence des graines a` l’origine
de la croissance de re´gion, les auteurs [80] sont donc contraints de corriger ma-
nuellement leurs re´sultats. Une proce´dure de segmentation de cathodes de LSC est
propose´e par [47]. Pour arriver a` leur fins, les auteurs proposent un pre´-traitement
a` base de filtrage me´dian des images 3D (acquises au FIB-MEB) qui est suivi d’un
seuillage global de l’image. Enfin, pour des raisons inhe´rentes a` la mode´lisation du
mate´riau (que nous ne de´taillons pas ici), les auteurs ont eu recours a` la ligne de
partage des eaux [113] (applique´e a` la fonction distance de l’image seuille´e) afin de
se´parer les grains du mate´riau. Dans le cas le plus de´favorable, aucune pre´cision
concernant les traitements n’est donne´e, c’est par exemple le cas pour [64].
3.2.2 Filtrage
La premie`re e´tape de la proce´dure de segmentation consiste en un filtrage bi-
late´ral [177] de l’image. Il a pour objectif de retirer le bruit pre´sent dans l’image tout
en pre´servant les frontie`res entre les diffe´rentes phases. On l’utilise en appliquant la
transformation de´finie Eq. 1.11.
L’ope´ration de filtrage bilate´ral est illustre´e Fig. 1.4. Le meˆme jeu de parame`tres
σi = 0.15, σc = 3 et a = 5 (pixels) est utilise´ pour traiter toutes les images,
dans la mesure ou` elles ont e´te´ acquises avec le meˆme microscope et les meˆmes
parame`tres d’acquisition. Ces parame`tres sont choisis expe´rimentalement de telle
sorte que l’e´cart-type σc correspondant a` la gaussienne lie´e a` la ponde´ration spatiale
des pixels soit suffisamment large pour obtenir une information sur le voisinage
tout en restant suffisamment e´troit devant la taille des particules. De meˆme, le
parame`tre σi correspondant a` la gaussienne lie´e a` la ponde´ration des valeurs de
niveaux de gris est choisi pour eˆtre en mesure d’atte´nuer le bruit localement observe´
comme une de´viation d’une dizaine de niveau de gris. Enfin, le parame`tre a est un
parame`tre informatique lie´ a` la taille de la feneˆtre a` conside´rer ; en effet pour a choisi
suffisamment grand, f(|i− k|, |j− l|; σc) devient ne´gligeable aux bords du domaine.
Pour la valeur choisie σc = 3, un voisinage 5×5 est un bon compromis pour tronquer
la gaussienne f(|i− k|, |j− l|; σc) suffisamment loin tout en conservant un temps de
calcul de l’ordre de la minute sur les images conside´re´es. L’ope´ration de filtrage est
illustre´e Fig. 3.4 et a e´te´ re´alise´e sur l’e´chantillon IST-29-s.
3.2.3 Segmentation
Une approximation grossie`re de chaque phase est obtenue apre`s deux seuillages
de l’image filtre´e F(I). Ce seuillage fait intervenir deux parame`tres de seuillage note´s
s1 et s2. On obtient en premie`re approximation les trois phases B˜, G˜ et W˜ selon la
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(a) (b)
Figure 3.4 – (a) Image I de l’e´chantillon IST-29-s obtenue par MEB. (b) Trans-
formation F(I) de l’image originale par filtrage bilate´ral de parame`tres σi = 0.15,














1 si s2 6 F(I)(x) 6 28 − 1
0 sinon
(3.3)




2 si W˜ (x) = 1
1 si G˜(x) = 1
0 sinon
(3.4)
En the´orie, s1 et s2 de´pendent uniquement du nume´ro atomique de chacun des
constituants et devraient donc eˆtre rigoureusement identiques d’un e´chantillon a`
l’autre. Il faut cependant conside´rer l’effet de profondeur qui laisse transparaˆıtre
des structures hors du plan d’acquisition a` travers les pores. Ces structures sont
localise´es juste derrie`re la section selon laquelle le mate´riau a e´te´ coupe´. Pour palier
ce proble`me, les seuils sont choisis afin d’imposer une fraction identique entre G
et W qui seront de´finies a` l’e´tape suivante. Cette connaissance a priori est en fait
une donne´e du cahier des charges de la production de ces mate´riaux qui impose
une fraction volumique e´quivalente des deux constituants solides. L’ope´ration de
seuillage est illustre´e Fig. 3.5 et a e´te´ re´alise´e sur l’e´chantillon IST-29-s.
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(a) (b)
(c) (d) (e)
Figure 3.5 – (a) Image filtre´e F(I) (voir Fig 3.4b) par filtrage bilate´ral. (b) Image
recompose´e (3.4) apre`s seuillage en premie`re approximation S˜ . (c) Premie`re ap-
proximation de la phase poreuse note´e B˜ (3.1). (d) Premie`re approximation de la
phase LST note´e G˜ (3.2) faisant distinctement apparaˆıtre l’effet de halo. (e) Premie`re
approximation de la phase GCO note´e W˜ (3.3).
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(a) (b) (c)
Figure 3.6 – (a) Illustration sche´matique de l’effet de halo sur des formes
ge´ome´triques simples. L’effet de halo est pre´sent sur la plus grande des formes,
entre (gris) la partie supe´rieure de l’ellipse (blanc) et le fond (noir). Trois autres
formes sont propose´es afin de ve´rifier que l’ope´ration de correction de halo n’inter-
vient qu’en cas de pre´sence de halo. (b) Re´sultat escompte´. (c) Re´sultat re´ellement
obtenu.
3.2.4 Post-traitement
Apre`s l’application des seuils, l’effet de profondeur se transforme en un effet
de halo (de´ja observe´ dans la litte´rature [80]) illustre´ sche´matiquement Fig. 3.6a
et obtenu a` partir d’une image MEB (Fig. 3.5d) apre`s seuillage. Il provient de la
pre´sence d’un gradient de niveaux de gris entre les particules de GCO et les pores
avoisinant. Une fois l’image seuille´e, un halo de la phase LST apparaˆıt entre le
GCO et les pores. La solution propose´e par [80] ne peut pas s’appliquer a` notre
proble`me car les frontie`res entre les phases disposent de tre`s peu de contraste. Par
conse´quent, le gradient associe´ a` nos images est peu significatif alors meˆme qu’il est
absolument ne´cessaire dans le controˆle de la croissance de re´gion de´veloppe´e par [80].
Ce proble`me de halo est re´solu en combinant astucieusement une se´rie d’ope´rateurs
morphologiques. Cette combinaison a pour objectif de remplacer les parties fines de
la phase G˜ se´parant les phases W˜ et B˜.
Nous reprenons les notations de´finies en Sec. 1.2 pour e´crire les ope´rateurs de
dilatation δES(A) Eq. 1.6 et d’ouverture γES(A) Eq. 1.8 d’un ensemble binaire A
par l’e´le´ment structurant ES. Le halo est alors extrait de la phase G˜ en introduisant
l’ope´rateur H suivant :







Les trois phases finales sont obtenues en appliquant les ope´rations suivantes sur
les phases obtenues en premie`re approximation :
W (x) =
{





1 si B˜(x) = 0 et W (x) = 0
0 sinon
(3.7)
B(x) = B˜(x) (3.8)
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(a) (b)
Figure 3.7 – (a) Image obtenue selon (3.4) comportant l’effet de halo. (b) Image
obtenue apre`s correction de cet effet graˆce a` l’ope´rateur (3.5) et reconstitue´e par
(3.9).
L’image est reconstitue´e en appliquant la transformation suivante :
S(x) =

2 si W (x) = 1
1 si G(x) = 1
0 sinon
(3.9)
L’e´le´ment structurant ES est dans notre cas choisi comme un disque binaire de
rayon fixe´. Ce rayon est fixe´ de fac¸on a` retirer le halo estime´ a` vue dans notre
cas a` RES = 3 pixels. Cette proce´dure permet de retirer le halo pre´sent sur les
images d’anodes comme illustre´ en Fig. 3.7. L’ensemble de la base d’images pre´sente´e
Tab. 3.1 subit le processus complet de segmentation. Le re´sultat de cette ope´ration
est illustre´ Fig. 3.8 pour les images des e´chantillons pre´sente´s Fig. 3.3.
3.3 Caracte´risation des anodes
Dans cette section, nous allons caracte´riser les anodes en estimant des mesures
morphologiques directement sur les images bidimensionnelles segmente´es dans la
section pre´ce´dente.
3.3.1 Fractions volumiques
La proprie´te´ la plus basique est la fraction volumique. Les fractions volumiques
de chaque phase, pour chaque e´chantillon, sont donne´es au Tab. 3.2. Pour chaque
e´chantillon, on dispose d’un nombre n d’images. La fraction volumique de chaque
phase est estime´e comme la moyenne des fractions volumiques estime´es se´pare´ment
sur les n images segmente´es.
Nous verrons en Sec. 3.3.6 que l’e´tude du volume e´le´mentaire repre´sentatif per-
met, a` partir des donne´es disponibles de quantifier l’erreur relative ǫfi (Eq. 2.19).





Figure 3.8 – Segmentation finale correspondant aux e´chantillons pre´sente´s Fig. 3.3.
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E´chantillon fB ± ǫfB fG ± ǫfB fW ± ǫfB
IST-14-i 0.65 ± 0.02 0.20 ± 0.03 0.15 ± 0.08
IST-14-s 0.68 ± 0.03 0.17 ± 0.09 0.15 ± 0.08
IST-15-i 0.70 ± 0.02 0.17 ± 0.05 0.13 ± 0.05
IST-15-s 0.62 ± 0.02 0.22 ± 0.04 0.16 ± 0.07
IST-24-i 0.68 ± 0.02 0.16 ± 0.03 0.16 ± 0.06
IST-24-s 0.62 ± 0.02 0.20 ± 0.04 0.18 ± 0.06
IST-25-i 0.65 ± 0.02 0.17 ± 0.05 0.18 ± 0.08
IST-25-s 0.64 ± 0.02 0.19 ± 0.06 0.17 ± 0.09
IST-28-i 0.62 ± 0.01 0.19 ± 0.02 0.19 ± 0.04
IST-28-s 0.59 ± 0.01 0.21 ± 0.03 0.20 ± 0.03
IST-29-i 0.68 ± 0.02 0.16 ± 0.03 0.16 ± 0.07
IST-29-s 0.61 ± 0.01 0.20 ± 0.04 0.19 ± 0.05
IST-32-i 0.61 ± 0.02 0.20 ± 0.05 0.19 ± 0.05
IST-32-s 0.59 ± 0.02 0.21 ± 0.05 0.20 ± 0.06
IST-33-i 0.66 ± 0.03 0.17 ± 0.04 0.16 ± 0.09
IST-33-s 0.62 ± 0.01 0.19 ± 0.04 0.19 ± 0.04
DLR-11-i 0.76 ± 0.01 0.14 ± 0.03 0.11 ± 0.09
DLR-11-s 0.77 ± 0.01 0.13 ± 0.05 0.10 ± 0.06
DLR-15-i 0.68 ± 0.02 0.17 ± 0.04 0.15 ± 0.06
DLR-15-s 0.62 ± 0.02 0.20 ± 0.05 0.18 ± 0.07
DLR-16-i 0.66 ± 0.02 0.18 ± 0.04 0.17 ± 0.07
DLR-16-s 0.62 ± 0.02 0.18 ± 0.03 0.19 ± 0.05
DLR-34-i 0.72 ± 0.01 0.15 ± 0.05 0.13 ± 0.04
DLR-34-s 0.66 ± 0.02 0.17 ± 0.06 0.16 ± 0.04
ARM-1000-i 0.42 ± 0.01 0.31 ± 0.02 0.27 ± 0.02
ARM-1000-s 0.41 ± 0.01 0.30 ± 0.02 0.29 ± 0.01
Table 3.2 – Pour chaque e´chantillon : fraction volumique fi de chaque phase i et
erreur relative ǫfi correspondante.
Cette erreur est lie´e a` la fraction volumique (P = fi selon le formalisme de´fini en
Sec. 2.5) et elle est calcule´e en conside´rant la totalite´ des n images segmente´es pour
chaque e´chantillon.
3.3.2 Covariances
Moment d’ordre deux, la covariance Ci(h) d’un ensemble ale´atoire de´finie a`
l’Eq. 2.2 est utilise´e afin de caracte´riser se´pare´ment chacune des phases de l’en-
semble ale´atoire. Pour chacune des phases i ∈ {W,G,B}, la quantite´ Ci(h) est es-
time´e comme la moyenne obtenue sur les n images segmente´es. Le vecteur h est pris
dans 10 coˆnes (en coordonne´es cylindriques) de directions uniforme´ment re´parties
dans le plan.
L’e´tude de la covariance permet dans un premier temps de valider l’hypothe`se
d’isotropie des mate´riaux e´tudie´s. Comme le sugge`re la Fig. 3.9, la covariance est
inchange´e par changement d’orientation du vecteur h. Ce comportement est observe´
pour l’ensemble des trois phases de l’ensemble des e´chantillons. De ce fait, dans la
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Figure 3.9 – Moyenne sur les n = 10 images de l’e´chantillon IST-29-i de la cova-
riance CBB(h) de la phase poreuse. La covariance est trace´e en fonction du module
du vecteur hθ. Plus pre´cise´ment, la covariance est moyenne´ au sein de 10 coˆnes de
direction re´gulie`re dans θ = 0, ..., π. L’hypothe`se d’isotropie est valide´e dans la
mesure ou` la covariance demeure la meˆme quelque soit la direction θ choisie.
suite, nous nous placerons sous hypothe`se d’isotropie du mate´riau et apparenterons
h a` sa norme, note´e h afin de ne pas alourdir la syntaxe. Sous cette hypothe`se, les
covariances estime´es sur les trois phases sont donne´es Fig. 3.10.
La pre´sence d’un palier en h→∞ confirme le caracte`re ergodique et stationnaire
des mate´riaux e´tudie´s. Enfin, la covariance donne l’information de porte´e sur les
structures pre´sentes dans chacune des phases.
3.3.3 Covariances croise´es
Quantifiant les corre´lations entre deux phases du mate´riau, la covariance croise´e
Cij(h) (Eq. 2.3) est e´tudie´e afin de comprendre l’agencement des phases entre
elles. Nous verrons en Sec. 6.2.1 qu’elle est d’une grande utilite´ pour construire
un mode`le de microstructure pour un mate´riau multi-phase´. Cette quantite´ est
pre´sente´e Fig. 3.11 pour les trois couples de phases pre´sents dans les mate´riaux.
Des comportements similaires sont observe´s sur l’ensemble des e´chantillons. Cette
mesure permet aussi de quantifier les surfaces spe´cifiques (Eq. 2.8) entre chaque
couple de phases. Ce re´sultat est donne´ Tab. 3.3 pour l’ensemble des e´chantillons.
Pour estimer nume´riquement la surface spe´cifique, il est ne´cessaire de calculer la











ou` 〈·〉k=1...n repre´sente l’ope´ration de moyenne sur l’ensemble des n images dispo-
nibles et 〈·〉ǫ=8.27nm...24.81nm repre´sente l’ope´ration de moyenne sur un voisinage de 0
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Figure 3.10 – Covariances Ci(h) mesure´es sur les trois phases de l’e´chantillon
IST-29-i, moyenne´es sur les n = 10 images disponibles. Les covariances sont trace´es
sous hypothe`se d’isotropie (valide´e Fig. 3.9) en fonction de h (norme de h).





avec Ckij pour la covariance croise´e entre les phases i et j mesure´e sur la k
ie`me image
des n images disponibles pour un e´chantillon donne´ et la quantite´ ǫ relativement
petite devant la taille des objets (≪ 250nm).
De petites variations de cette quantite´ au voisinage de l’origine permettent de
quantifier la fiabilite´ de l’estimation de la pente a` l’origine. En effet, la variance σ2
est calcule´e afin de prendre en compte la variabilite´ due au VER (a` travers k) et la








(φ(k, ǫ)− φ)2dkdǫ , (3.12)
3.3.4 E´rosions line´aires
L’e´rosion line´aire Qi(ℓ) (Eq. 2.12) est mesure´e pour les trois phases de chaque
e´chantillon. Pour chacune des phases, cette mesure est effectue´e sur l’ensemble des
images acquises puis moyenne´e. Les courbes d’e´rosion line´aires de la phase GCO
sont mesure´es Fig. 3.12 pour l’e´chantillon IST-29-s selon 10 orientations du segment
L(ℓ) dans le plan. En utilisant l’hypothe`se d’isotropie du mate´riau, nous trac¸ons
Fig.3.13 les moyennes (selon la direction) des e´rosions line´aires pour chacune des
trois phases du mate´riau. Des comportements similaires sont observe´s sur l’ensemble
des e´chantillons.
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Figure 3.11 – Covariances croise´es Cij(h) (Eq. 2.3) mesure´es sur l’e´chantillon IST-
29-s, moyenne´es sur les n = 10 images disponibles. Ces covariances croise´es sont
trace´es en fonction de h.
Figure 3.12 – E´rosions line´aires QW (ℓ) (Eq. 2.12) de la phase GCO mesure´es
sur l’e´chantillon IST-29-s, moyenne´es sur les n = 10 images disponibles pour cet
e´chantillon. Les e´rosions line´aires sont trace´es en e´chelle lin-log en fonction de la
longueur ℓ du segment L(ℓ) conside´re´ selon 10 orientations θ (angle entre l’horizon-
tale et L) comprises dans l’intervalle θ = 0, ..., π.
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E´chantillon SVGW ± σ SVWB ± σ SVGB ± σ
IST-14-i 1.227 ± 0.001 4.681 ± 0.515 7.965 ± 0.438
IST-14-s 1.056 ± 0.001 4.876 ± 0.578 6.925 ± 0.661
IST-15-i 1.040 ± 0.001 4.223 ± 0.384 7.344 ± 0.585
IST-15-s 1.469 ± 0.001 4.804 ± 0.465 8.425 ± 0.426
IST-24-i 1.087 ± 0.001 4.322 ± 0.596 6.102 ± 0.414
IST-24-s 1.416 ± 0.002 4.737 ± 0.359 6.989 ± 0.397
IST-25-i 1.179 ± 0.002 5.239 ± 0.512 7.149 ± 0.384
IST-25-s 1.227 ± 0.001 5.314 ± 0.432 7.776 ± 0.383
IST-28-i 1.197 ± 0.001 5.454 ± 0.266 7.408 ± 0.209
IST-28-s 1.417 ± 0.001 8.195 ± 0.209 10.551 ± 0.257
IST-29-i 0.901 ± 0.001 5.105 ± 0.579 6.802 ± 0.207
IST-29-s 1.328 ± 0.001 5.609 ± 0.368 7.894 ± 0.289
IST-32-i 1.466 ± 0.001 4.082 ± 0.384 5.372 ± 0.509
IST-32-s 1.775 ± 0.002 4.139 ± 0.338 5.886 ± 0.409
IST-33-i 1.141 ± 0.002 3.881 ± 0.605 5.106 ± 0.611
IST-33-s 1.378 ± 0.001 4.142 ± 0.208 5.218 ± 0.369
DLR-11-i 1.418 ± 0.002 2.254 ± 0.321 4.689 ± 0.366
DLR-11-s 1.212 ± 0.001 2.318 ± 0.193 4.556 ± 0.276
DLR-15-i 1.794 ± 0.001 3.471 ± 0.219 4.839 ± 0.353
DLR-15-s 2.223 ± 0.001 3.735 ± 0.179 4.758 ± 0.334
DLR-16-i 1.736 ± 0.001 3.595 ± 0.234 4.918 ± 0.293
DLR-16-s 2.052 ± 0.001 4.179 ± 0.289 4.773 ± 0.208
DLR-34-i 1.069 ± 0.001 3.551 ± 0.245 4.695 ± 0.272
DLR-34-s 1.155 ± 0.001 4.223 ± 0.134 5.202 ± 0.406
ARM-1000-i 3.964 ± 0.002 5.784 ± 0.232 8.002 ± 0.230
ARM-1000-s 4.590 ± 0.005 5.774 ± 0.374 7.185 ± 0.410
Table 3.3 – Surface spe´cifique de contact SVij entre les phases i et j (µm
−1) pour
chaque e´chantillon. L’e´cart-type σ calcule´ selon l’Eq. 3.12 tient compte de la variabi-
lite´ de l’estimateur (c.a`.d l’estimateur est calcule´ pour diffe´rentes images/re´alisations
du meˆme e´chantillon) et de la variabilite´ lie´e au calcul nume´rique de cet estimateur
(c.a`.d. la variabilite´ lie´e a` l’estimation nume´rique de la pente a` l’origine de Cij(h)).
CHAPITRE 3. COUCHES ANODIQUES 41
Figure 3.13 – E´rosions line´aires Qi(ℓ) (Eq. 2.12) mesure´es pour les trois phases
de l’e´chantillon IST-29-s, moyenne´es sur les n = 10 images disponibles pour cet
e´chantillon. Ces e´rosions line´aires sont trace´es en e´chelle lin-log et sous hypothe`se
d’isotropie en fonction de la longueur ℓ du segment L(ℓ).
3.3.5 Granulome´tries
La mesure de la granulome´trie par ouvertures Gi(S) (Eq. 2.14) est effectue´e sur
chacune des phases de chacun des e´chantillons. Cette mesure caracte´risant la distri-
bution de taille de grains pre´sents dans la microstructure est trace´e Fig. 3.14 pour
trois e´chantillons e´labore´s selon trois proce´de´s diffe´rents. On constate que la gra-
nulome´trie des phases solides permet d’affirmer que les structures forme´es par les
deux conducteurs ont des distributions de tailles e´quivalentes et peu variables par
changement de proce´de´. En revanche, la phase poreuse est quant a` elle extreˆmement
influence´e par la fraction volumique de constituants obtenue selon le proce´de´ de
fabrication. Des pores de tailles e´quivalentes a` celle des deux conducteurs sont iden-
tifie´s sur les e´chantillons ARM (assez denses) alors que des structures plus grandes
sont observe´es pour les e´chantillons IST (plus poreux) et d’autant plus pour les
e´chantillons DLR (d’autant plus poreux).
3.3.6 Volume E´le´mentaire Repre´sentatif (VER)
L’e´tude de la repre´sentativite´ du mate´riau est cruciale pour la suite de l’e´tude.
Dans un premier temps, nous nous inte´ressons a` la repre´sentativite´ de la micro-
structure en e´tudiant le VER de la proprie´te´ P fraction volumique fi de chacune
des phases. Comme de´crit en Sec. 2.5, l’ajustement de la variance normalise´e mesure´e
sur des sous-volumes de taille croissante est pre´sente´ Fig. 3.15 pour l’e´chantillon IST-
25-s. Cet ajustement permet d’estimer la valeur de la porte´e inte´grale A2 donne´e
Tab. 3.4 pour l’ensemble des e´chantillons selon l’e´quation Eq. 2.16. On en de´duit
alors une erreur relative sur la proprie´te´ mesure´e, utilise´e par exemple pour les me-
sures de fraction volumiques pre´sente´es Tab. 3.2.
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(a) (b) (c)
Figure 3.14 – Granulome´tries Gi(S) (Eq. 2.14) mesure´es sur les e´chantillons IST-
29-s (a) ARM-1000-i (b) et DLR-34-s (c). Ces granulome´tries sont des granulome´tries
moyennes mesure´es pour chacune des 3 phases sur les n images disponibles pour
chacun des e´chantillons.
Figure 3.15 – Variance normalise´e
D2P (V )
D2P
(Eq. 2.16) en fonction de la taille V des
sous-volumes inde´pendants conside´re´s. Les variances sont estime´es sur l’e´chantillon
IST-25-s pour les n = 6 images disponibles.






S pour ǫfi = 0.05
pixels ↔ µm
ǫfi pour S (Tab. 3.1)
(ǫfB , ǫfG , ǫfW )
IST-14-i 19.9 ↔ 0.2 618.64 ↔ 5.12 (0.02 , 0.04 , 0.05)
IST-14-s 18.6 ↔ 0.2 613.10 ↔ 5.07 (0.02 , 0.05 , 0.06)
IST-15-i 32.4 ↔ 0.3 266.41 ↔ 2.20 (0.02 , 0.04 , 0.06)
IST-15-s 17.2 ↔ 0.1 749.20 ↔ 6.20 (0.02 , 0.04 , 0.06)
IST-24-i 24.5 ↔ 0.2 752.18 ↔ 6.22 (0.01 , 0.05 , 0.05)
IST-24-s 18.7 ↔ 0.2 651.90 ↔ 5.39 (0.01 , 0.03 , 0.05)
IST-25-i 19.7 ↔ 0.2 635.11 ↔ 5.25 (0.02 , 0.04 , 0.05)
IST-25-s 19.7 ↔ 0.2 945.21 ↔ 7.82 (0.02 , 0.05 , 0.08)
IST-28-i 18.1 ↔ 0.1 618.73 ↔ 5.12 (0.01 , 0.03 , 0.03)
IST-28-s 14.3 ↔ 0.1 504.58 ↔ 4.17 (0.01 , 0.02 , 0.03)
IST-29-i 22.6 ↔ 0.2 740.90 ↔ 6.13 (0.01 , 0.03 , 0.04)
IST-29-s 19.5 ↔ 0.2 640.28 ↔ 5.30 (0.01 , 0.03 , 0.03)
IST-32-i 24.3 ↔ 0.2 673.25 ↔ 5.57 (0.02 , 0.04 , 0.05)
IST-32-s 18.3 ↔ 0.2 661.81 ↔ 5.47 (0.02 , 0.04 , 0.05)
IST-33-i 34.8 ↔ 0.3 262.97 ↔ 2.17 (0.02 , 0.05 , 0.05)
IST-33-s 18.9 ↔ 0.2 615.09 ↔ 5.09 (0.01 , 0.04 , 0.05)
DLR-11-i 32.4 ↔ 0.3 232.33 ↔ 1.92 (0.01 , 0.04 , 0.07)
DLR-11-s 40.0 ↔ 0.3 277.80 ↔ 2.30 (0.02 , 0.05 , 0.08)
DLR-15-i 36.9 ↔ 0.3 316.32 ↔ 2.62 (0.02 , 0.04 , 0.06)
DLR-15-s 35.6 ↔ 0.3 1044.06 ↔ 8.63 (0.02 , 0.04 , 0.05)
DLR-16-i 35.2 ↔ 0.3 322.17 ↔ 2.66 (0.02 , 0.04 , 0.05)
DLR-16-s 34.5 ↔ 0.3 902.94 ↔ 7.47 (0.02 , 0.03 , 0.05)
DLR-34-i 31.5 ↔ 0.3 246.96 ↔ 2.04 (0.01 , 0.05 , 0.05)
DLR-34-s 26.2 ↔ 0.2 810.26 ↔ 6.70 (0.01 , 0.03 , 0.04)
ARM-1000-i 16.6 ↔ 0.1 249.34 ↔ 2.06 (0.01 , 0.01 , 0.01)
ARM-1000-s 22.9 ↔ 0.2 246.92 ↔ 2.04 (0.01 , 0.01 , 0.01)
Table 3.4 – Pour chaque e´chantillon : (i) Racine de la plus grande des valeurs de
la porte´e inte´grale Afi2 des trois phases. Cette quantite´ correspond au VER pour
la fraction volumique, elle est donne´e en pixels et en µm (deuxie`me colonne). (ii)
Racine de la surface ne´cessaire pour obtenir une erreur relative infe´rieure ou e´gale a`
5% pour l’ensemble du mate´riau a` trois phases. Cette longueur de cote´ est donne´e
en pixels et en µm (troisie`me colonne). (iii) Erreur relative pour chacune des phases,
compte tenu des surfaces S disponibles pour chaque e´chantillon (Tab. 3.1).
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3.4 Conclusions
Ce chapitre pre´sente les microstructures d’anodes de´veloppe´es dans le cadre du
projet EVOLVE. Ce mate´riau a` trois phases est confectionne´ selon trois proce´de´s
diffe´rents lie´s a` trois partenaires dans le projet. Lors de l’acquisition d’images de la
microstructure de ce mate´riau au CdM, un compromis a e´te´ trouve´ entre les pre´requis
d’une image exploitable pour la segmentation et la variabilite´ des parame`tres mis
en jeu. Les parame`tre lie´s a` l’acquisition sont principalement corre´le´s a` la me´thode
de pre´paration des e´chantillons et aux re´glages disponibles sur le microscope. Nos
travaux commencent avec les images MEB des 26 e´chantillons, collecte´es avec une
proce´dure d’acquisition conjointement e´tablie entre le CdM et le CMM.
Les images acquises sont segmente´es par une proce´dure automatique (au vu du
nombre d’images a` e´tudier) faisant usage des outils de segmentation classiques de
la morphologie mathe´matique afin d’obtenir des images a` trois niveaux de gris de
ce meˆme mate´riau. La segmentation est obtenue en gardant a` l’esprit le caracte`re
physique de l’acquisition et la ne´cessite´ de corriger l’effet de halo en pre´sence.
Une empreinte morphologique du mate´riau e´tudie´ est dresse´e en utilisant les
outils classiques de caracte´risation d’ensembles ale´atoires. En premier lieu, les frac-
tions volumiques des trois phases sont estime´es. Ensuite, le milieu est caracte´rise´
a` l’aide de mesures d’ordre supe´rieur. La covariance permet entre autres de valider
l’hypothe`se d’isotropie de ce mate´riau. Les autres mesures de´crivent le mate´riau
d’un point de vue statistique et donnent des informations utiles notamment pour les
partenaires travaillant au de´veloppement d’un mode`le de´crivant le comportement
e´lectrochimique des anodes.
Les mesures effectue´es sur le mate´riau sont sujettes a` la variabilite´ lie´e au VER
(en fraction volumique). L’estimation de la porte´e inte´grale permet de donner l’er-
reur relative associe´e aux mesures sur les mate´riaux segmente´s. Cette erreur est en
dec¸a` de 10% pour l’ensemble des phases et l’ensemble des e´chantillons, ce qui permet
d’affirmer que les donne´es dont nous disposons sont suffisamment repre´sentatives en
terme de microstructure pour chaque e´chantillon. De plus, nous donnons la taille du
coˆte´ du VER permettant d’obtenir une erreur relative raisonnable ǫf = 5% sur la
repre´sentativite´ de la microstructure.
Cette caracte´risation, en plus de donner une description statistique de ces mate´riaux,
est un pre´requis ne´cessaire a` l’e´tape de la mode´lisation morphologique de ces mate´riaux
qui fait l’objet du Chapitre 6.
Chapitre 4
Collecteur de courant
Ce chapitre permet, dans un premier temps, d’introduire les constituants mis en
œuvre dans le collecteur de courant. Dans un second temps, nous verrons comment
les images de ces mate´riaux composites ont e´te´ traite´es afin d’obtenir des images a`
trois phases du mate´riau re´el. Enfin, la caracte´risation de chacune des phases via des
mesures morphologiques cloˆturera ce chapitre. Ce mate´riau est chronologiquement
le dernier mate´riau e´tudie´ dans cette the`se. En effet, la premie`re se´rie d’images
exploitables de ce mate´riau a e´te´ obtenue en Avril 2015 a` l’e´chelle de la mousse et
au mois de Juin 2015 a` l’e´chelle de la ce´ramique. Nous venons par ailleurs de de´voiler
que ce mate´riau pre´sente deux e´chelles caracte´ristiques. Nous e´tudions paralle`lement
ces deux e´chelles pour les proble´matiques de segmentation et de caracte´risation.
4.1 Mate´riaux mis en œuvre dans le collecteur de
courant
4.1.1 Pre´sentation du mate´riau
Le collecteur de courant est spe´cifique aux PAC du projet Evolve dans la mesure
ou` il re´sulte de l’architecture de la pile pre´sente´e Fig. 2. Cette couche a pour fonction
la collecte du courant e´lectrique fourni par l’anode active (pre´sente´e au Chapitre 3)
mais aussi, d’assurer la tenue me´canique de l’ensemble de la PAC.
Ce mate´riau composite (voir Fig. 4.1) est re´alise´ a` partir d’une mousse de NiCrAl
fabrique´e par Alantum (WP2) qui est ensuite impre´gne´e par une ce´ramique po-
reuse (LST-Pores) du meˆme type que la ce´ramique (LST-GCO-Pores) e´tudie´e pour
les anodes Chapitre 3. Cette impre´gnation permet d’ajouter a` la mousse (support
me´canique), une ce´ramique conductrice, compatible thermo-me´caniquement avec
l’anode a` laquelle le collecteur de courant est appose´ (voir Fig. 2). De plus, l’asso-
ciation de la ce´ramique a` la mousse permet de renforcer les proprie´te´s me´caniques
du collecteur de courant, proprie´te´ recherche´e pour assurer la tenue me´canique de
la pile. Une fois l’impre´gnation effectue´e, le collecteur est lamine´ afin de compacter
l’ensemble de la structure mousse-ce´ramique.
Dans un premier temps, l’e´chelle de la mousse de longueur caracte´ristique lmousse ∼
50 µm est conside´re´e. A cette e´chelle, le composite (LST-Pores) de longueur ca-
racte´ristique lceramique ∼ 500 nm est conside´re´ comme une phase homoge`ne. Diffe´rents
types d’e´chantillons sont a` notre disposition. Certains ont e´te´ re´alise´s a` partir d’une
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mousse impre´gne´e par la ce´ramique (LST-Pores) puis lamine´e (Fig. 4.2a). Ils se-
ront note´s ’SF-LST-X’ (pour Single Foam), ou` X repre´sente le nume´ro associe´
a` l’e´chantillon. D’autres ont e´te´ re´alise´s a` partir de deux mousses juxtapose´es,
impre´gne´es par la ce´ramique puis lamine´s (Fig. 4.2b et Fig. 4.2c), ils seront re´fe´rence´es
comme ’DF-LST-X’ (pour Double Foam). Enfin, en raison d’un manque de conducti-
vite´ de ces couches (vraisemblablement lie´ aux proprie´te´s en bulk du LST utilise´ dans
le projet), il a e´te´ de´cide´ d’e´tudier l’influence de l’incorporation de particules de Ni a`
hauteur de 50% en fraction volumique dans la ce´ramique (Fig. 4.2d,Fig. 4.2e,Fig. 4.2f).
Cet ajout permet d’augmenter la conductivite´ e´lectronique de la ce´ramique. Les
e´chantillons associe´s sont note´s ’SF-LST-Ni-X’ (resp. ’DF-LST-Ni-X’) selon qu’ils
ont e´te´ re´alise´s a` partir d’une (resp. deux) mousse(s). La remarque concernant la
se´paration des e´chelles caracte´ristiques reste valable apre`s l’incorporation de nickel
dans la phase ce´ramique. La ce´ramique est toujours vue comme un milieu homoge`ne
a` l’e´chelle de la mousse.
Dans un second temps, nous nous plac¸ons a` l’e´chelle de la ce´ramique de lon-
gueur caracte´ristique lceramique ∼ 500 nm. Des acquisitions de la microstructure
de ces mate´riaux a` cette e´chelle sont disponibles (Fig. 4.4). Ces e´chantillons sont
nomme´s ’LST-X’, ou` X repre´sente le nume´ro associe´ a` l’e´chantillon, dans le cas
d’une ce´ramique (LST-Pores) comme c’est le cas Fig. 4.4a et Fig. 4.4b. Dans le cas
ou` du nickel a e´te´ ajoute´ (Fig. 4.4c et Fig. 4.4d), les e´chantillons associe´s sont note´s
’LST-Ni-X’.
4.1.2 Me´thode d’acquisition
Des acquisitions du mate´riau sont pre´sente´es Fig. 4.1 et Fig. 4.4 a` l’e´chelle de
la mousse et de la ce´ramique respectivement. Comme pour les anodes, il s’agit
d’une acquisition 2D re´alise´e par MEB au CdM. De la meˆme fac¸on, un premier
aperc¸u des mate´riaux a e´te´ possible lors de la premie`re campagne d’acquisition.
Cependant, les images obtenues (Fig. 4.1a) sont difficilement exploitables du point de
vue de la segmentation en raison d’un manque e´vident de contraste entre les phases.
Une seconde campagne d’acquisition a donc e´te´ mene´e conjointement de manie`re a`
combiner les compe´tences dans les techniques d’acquisition au MEB (CdM) d’une
part et l’analyse des images (CMM) d’autre part. Cette campagne d’acquisition a
donne´ lieu a` une base d’images exploitables pour la segmentation (Fig. 4.1b).
Sur les images acquises a` l’e´chelle de la mousse, le NiCrAl, e´tant le constituant
atomiquement le plus lourd, apparaˆıt en blanc/gris clair. La phase ce´ramique trans-
paraˆıt quand a` elle en gris interme´diaire (avec localement des petites zones claires
au sein de la ce´ramique lorsqu’il y a pre´sence de nickel c.f. Fig. 4.2d, Fig. 4.2e et
Fig. 4.2f). La phase poreuse, traduisant l’absence de re´-e´mission e´lectronique, est
en noir. On remarque qu’une fine couche sombre d’e´paisseur < 20 nm entoure l’en-
semble de la phase me´tallique (NiCrAl). Il s’agit d’une couche d’alumine qui se forme
naturellement autour de la mousse. Dans la suite, a` l’e´chelle de la mousse, seront
conside´re´es uniquement les images de type Fig. 4.1b, acquises suite a` la campagne
d’acquisition collaborative entre le CdM et le CMM.
Pour les images acquises a` l’e´chelle de la ce´ramique (Fig. 4.4), les pores ap-
paraissent en noir et le LST en gris. Suite a` une analyse EDX a` fort grossissement
(Fig. 4.3), les particules de nickel ont e´te´ formellement identifie´es. Elles apparaissent
en gris clair/ blanc au sein de la ce´ramique (pour les e´chantillons LST-Ni, seuls
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(a)
(b)
Figure 4.1 – (a) Image MEB d’un e´chantillon de collecteur de courant acquise apre`s
la premie`re campagne d’acquisition. (b) Image MEB du meˆme type de mate´riau
acquise apre`s une campagne d’acquisitions collaborative entre le CdM et le CMM
ayant mene´ a` un autre jeu de parame`tres dans les re´glages du MEB. Ces deux
images a` niveau de gris code´es sur 8 bits contiennent 946× 1280 (a) et 883 × 1024
(b) pixels pour une re´solution spatiale de 0.446 µm/pixel (a) et 0.775 µm/pixel (b).
Sur ces deux images, la mousse (NiCrAl) apparaˆıt en gris clair, la ce´ramique en gris
interme´diaire et les pores en noir.
concerne´s).
A l’e´chelle de la mousse, l’impre´gnation au LST-Ni a une influence forte sur
les proprie´te´s me´caniques des e´chantillons. La pre´paration des e´chantillons passe
par une e´tape de polissage. Cependant en raison des proprie´te´s me´caniques tre`s
diffe´rentes des e´chantillons impre´gne´s au LST-Ni, la me´thode de pre´paration ne
permet pas d’obtenir des images facilement exploitables pour la segmentation. De
plus, meˆme si certains tests ont e´te´ re´alise´s avec du nickel, les directives du projet
imposent clairement l’e´tude des mate´riaux sans nickel en priorite´. Ces deux raisons
nous poussent a` exclure l’ensemble des images mettant en pre´sence du nickel dans
la suite.
4.1.3 Images MEB du collecteur de courant
Dans cette section, nous pre´sentons Tab. 4.1 et Tab. 4.2 l’ensemble des e´chantillons
e´tudie´s a` l’e´chelle de la mousse et de la ce´ramique respectivement. Le nombre n
d’images acquises pour chaque e´chantillon est donne´. La taille de ces images en
pixels est aussi indique´e. Selon que l’on se place a` l’e´chelle de la mousse ou de
la ce´ramique, ces valeurs en pixels sont converties en mm2 ou en µm2 respective-
ment. Dans la suite ces images sont analyse´es afin d’extraire les diffe´rentes phases
en pre´sence.
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(a) (b) (c)
(d) (e) (f)
Figure 4.2 – (a) Image de l’e´chantillon SF-LST-1 acquis au MEB a` une re´solution
de 0.775 µm/pixel. (b,c) Image de l’e´chantillon SF-LST-Ni-1 (resp. SF-LST-Ni-2)
acquis au MEB a` une re´solution de 0.652 µm/pixel. (d,e) Image de l’e´chantillon DF-
LST-1 acquis au MEB a` une re´solution de 1.240 23 µm/pixel puis 0.775 µm/pixel.
(f) Image de l’e´chantillon DF-LST-Ni-1 acquis au MEB a` une re´solution de
1.035 µm/pixel.
E´chantillon Images Dimensions (pix) S (µm×µm×N = mm2)
SF-LST-1 6 781 × 1023 645.89 × 846.02 × 6 = 3.3
DF-LST-1 5 666 × 889 825.84 × 1102.36 × 5 = 4.6
Table 4.1 – Tableau re´sumant la liste des e´chantillons e´tudie´s a` l’e´chelle de la
mousse (premie`re colonne), le nombre n d’images acquises par e´chantillon (deuxie`me
colonne), ainsi que la taille des images correspondantes (troisie`me colonne). Surface
S (en mm2) disponible pour chaque e´chantillon (quatrie`me colonne).
E´chantillon Images Dimensions (pix) S (µm×µm×N = µm2)
LST-1 10 883 × 1024 9.12 × 10.58 × 10 = 964.9
LST-2 11 883 × 1024 9.12 × 10.58 × 11 = 1061.3
Table 4.2 – Tableau re´sumant la liste des e´chantillons e´tudie´s a` l’e´chelle de
la ce´ramique (premie`re colonne), le nombre n d’images acquises par e´chantillon
(deuxie`me colonne), ainsi que la taille des images correspondantes (troisie`me co-
lonne). Surface S (en µm2) disponible pour chaque e´chantillon (quatrie`me colonne).
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(a) (b)
(c) (d)
Figure 4.3 – (a) Image MEB a` fort grossissement de la ce´ramique de l’e´chantillon
SF-LST-Ni-1. (b) Meˆme image que (a) a` laquelle on a ajoute´ en rouge la carte
d’abondance correspondant a` l’analyse chimique EDX pour le nickel. (c) Meˆme image
que (a) a` laquelle on a ajoute´ en vert la carte d’abondance correspondant a` l’analyse
chimique EDX pour le Lanthane (pre´sent dans la phase grise LST). (d) Combinaison
des images (b) et (c) a` partir desquelles on identifie la pre´sence de nickel sous la
forme de grains clairs dans la phase ce´ramique.
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(a) (b)
(c) (d)
Figure 4.4 – Images MEB ou` les pores apparaissent en gris sombre, le LST en
gris interme´diaire et, pour les images (c,d) le Ni en gris clair. (a,b) Images des
e´chantillons LST-1 et LST-2 acquis a` une re´solution de 0.010 µm/pixel. (b,c) Images
des e´chantillons LST-Ni-1 et SF-LST-Ni-2 acquis a` une re´solution de 0.010 µm/pixel.
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4.2 Me´thode d’analyse du collecteur de courant
Dans cette section, un algorithme de segmentation automatique d’images est
de´veloppe´. L’objectif e´tant d’obtenir une segmentation des diffe´rentes phases pre´sentes
dans le mate´riau.
4.2.1 Pre´-traitement
Des images du collecteur de courant a` l’e´chelle de la mousse sont donne´es Fig. 4.2.
On observe que la phase ce´ramique est extreˆmement bruite´e en raison de la pre´sence
de la phase ce´ramique LST-Pores/LST-Ni-Pores (voir l’e´chelle des images Fig. 4.4)
dont l’e´chelle caracte´ristique est de l’ordre du pixel sur ces images. Afin d’obte-
nir une phase ce´ramique homoge`ne a` cette e´chelle sans perturber les contours de
la mousse, un filtre bilate´ral (de´fini Eq. 1.11 et illustre´ Fig. 1.4) est applique´.
Les parame`tres associe´s a` ce filtrage sont de´finis manuellement a` des valeurs de
a = 10 × lceramique ≈ 5 µm correspondant a` dix fois la longueur caracte´ristique de
la ce´ramique. La variance de la gaussienne associe´e aux coordonne´es spatiales est
choisie a` σc = 3, afin d’obtenir une gaussienne entre les quantiles 10% et 90% dans
le domaine carre´ de cote´ a. Enfin, la valeur σi = 0.3 est choisie au vu des niveaux de
bruit pre´sents. Ces trois parame`tres sont choisis constants pour tous les e´chantillons.
Le re´sultat de ce pre´-traitement est donne´ Fig. 4.5b pour l’e´chantillon SF-LST-1.
Dans un souci de re´gularisation des images, un H-max est utilise´ avec H = 40 afin
de supprimer les maximaux locaux de faible amplitude pre´sents dans la ce´ramique.
En ce qui concerne les images du collecteur de courant a` l’e´chelle de la ce´ramique
(Fig. 4.4), nous sommes uniquement en pre´sence d’un le´ger bruit duˆ au MEB. Encore
une fois, l’ope´ration de filtrage bilate´ral est utilise´e. Des parame`tres identiques (en
pixels) a` ceux pre´ce´demment utilise´s sont choisis afin de conserver les structures
pre´sentes dans l’image, tout en e´liminant le bruit nume´rique pre´sent sur les images.
Le re´sultat de ce filtrage est illustre´ Fig. 4.5e pour l’e´chantillon LST-1.
4.2.2 Segmentation
Au vu des contrastes forts entre les phases en pre´sence, autant a` l’e´chelle de
la mousse (Fig. 4.2), qu’a` l’e´chelle de la ce´ramique (Fig. 4.4), la segmentation est
directement obtenue par seuillage de l’image pre´-traite´e.
Dans le cas des images a` l’e´chelle de la mousse, les trois phases sont obtenues
a` l’aide de deux seuils sW et sB. Ces seuils sont choisis de telle sorte que la phase
me´tallique (constitue´e de NiCrAl ; note´e W ), la phase ce´ramique (constitue´e de
LST-Pores ; note´e G) et la phase poreuse (note´e B) soient obtenues comme :
W (x) =
{










1 si I˜(x) ≤ sB
0 sinon
(4.3)
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(a) (b) (c)
(d) (e) (f)
Figure 4.5 – (a,d) Images des e´chantillons SF-LST-1 et LST-1 acquises au MEB a`
l’e´chelle de la mousse et a` l’e´chelle de la ce´ramique respectivement. (b,e) Images ob-
tenues apre`s le pre´-traitement des images (a) et (d) respectivement. (c) Image a` trois
phase correspondant a` l’image (b) apre`s seuillage. (f) Image binaire correspondant
au re´sultat du seuillage de l’image (e).
ou` I˜(x) repre´sente l’image obtenue apre`s l’e´tape de pre´-traitements. Le re´sultat de
la segmentation est illustre´ Fig. 4.5c.
Dans le cas des images du collecteur a` l’e´chelle de la ce´ramique, l’image seuille´e
au niveau sW permet de se´parer la phase poreuse (B(x) = 1 si et seulement si
I˜(x) < sW , 0 sinon) de la phase LST (W (x) = 1 si et seulement si I˜(x) ≥ sW , 0
sinon). Le re´sultat de cette ope´ration de seuillage est donne´ Fig. 4.5f. La phase W
symbolise tantoˆt la phase NiCrAl, tantoˆt la phase LST, selon que l’on se place a`
l’e´chelle de la mousse ou bien a` celle de la ce´ramique, respectivement. Les notations
B et W sont conserve´es pour les deux e´chelles mais l’e´chelle dont il est question sera
syste´matiquement pre´cise´e dans la suite.
A` ce stade, la microstructure du mate´riau est segmente´e aux deux e´chelles qui le
composent. La caracte´risation des ensembles obtenus a` l’issue de cette segmentation
est l’e´tape qui fait logiquement suite a` cette analyse.
4.3 Caracte´risation du collecteur de courant
La microstructure du collecteur de courant e´tant segmente´e, nous utilisons les
mesures morphologiques classiques pre´sente´es Chapitre 2 afin de caracte´riser les
trois phases en pre´sence a` l’e´chelle de la mousse et les deux phases a` l’e´chelle de la
ce´ramique.
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E´chantillon fB fG fW
SF-LST-1 0.02 0.77 0.21
DF-LST-1 0.03 0.72 0.24
Table 4.3 – Pour chaque e´chantillon : fraction volumique fi de la phase i estime´e
sur le mate´riau segmente´ du collecteur, a` l’e´chelle de la mousse.
E´chantillon fB ± ǫfB fW ± ǫfW
LST-1 0.51 ± 0.011 0.49 ± 0.011
LST-2 0.50 ± 0.009 0.50 ± 0.008
Table 4.4 – Pour chaque e´chantillon : fraction volumique fi de la phase i estime´e
sur le mate´riau segmente´ du collecteur, a` l’e´chelle de la ce´ramique.
4.3.1 Fractions volumiques
La fraction volumique fi (Eq. 2.1) de chacune des phases i est donne´e pour
chaque e´chantillon Tab. 4.3 pour le collecteur de courant a` l’e´chelle de la mousse et
Tab. 4.4 pour le collecteur de courant a` l’e´chelle de la ce´ramique. Cette quantite´ est
estime´e de la meˆme fac¸on que pour les anodes (voir Sec. 3.3.1).
4.3.2 Covariances
Les covariances Ci(h) (Eq. 2.2) de chacune des phases i sont mesure´es sur les
mate´riaux segmente´s, de la meˆme fac¸on que pour les anodes (Sec. 3.3.2). Le re´sultat
de ces mesures est trace´ Fig. 4.7 pour l’e´chelle de la mousse et Fig. 4.9 pour l’e´chelle
correspondant a` la ce´ramique. Ces covariances permettent entre autres de valider
l’hypothe`se d’isotropie a` l’e´chelle de la mousse (Fig. 4.6) et a` l’e´chelle de la ce´ramique
(Fig. 4.8).
A partir de ces covariances, l’intercept Ii et la porte´e Pi (Eq. 4.4) des phases
en pre´sence sont estime´s, pour chacun des e´chantillons, a` l’e´chelle de la mousse
(Tab. 4.5) et de la ce´ramique (Tab. 4.6). L’intercept correspond a` la valeur Ii prise
en abscisse par la tangente de la covariance a` l’origine lorsqu’elle croise l’axe des
abscisses.







E´chantillon PB PG PW IB IG IW
SF-LST-1 80.2 184.4 140.6 6.6 54.6 17.4
DF-LST-1 133.9 262.9 255.4 6.2 31.0 12.4
Table 4.5 – Valeurs d’intercept Ii et de porte´e Pi mesure´es sur les e´chantillons de
collecteurs de courants. Les valeurs sont mesure´es pour chacune des trois phases en
pre´sence a` l’e´chelle de la mousse. Ces valeurs sont donne´es en µm.
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0 (horizontal) < θ < 9 deg
9 < θ < 18 deg
18 < θ < 27 deg
27 < θ < 36 deg
36 < θ < 45 deg
45 < θ < 54 deg
54 < θ < 63 deg
63 < θ < 72 deg
72 < θ < 81 deg
81 < θ < 90 deg (vertical)
Figure 4.6 – Moyenne sur les n = 6 images de l’e´chantillon SF-LST-1 de la
covariance CBB(h) (Eq. 2.2) de la phase poreuse (a` l’e´chelle de la mousse). La
covariance est trace´e en fonction du module du vecteur hθ. Plus pre´cise´ment la
covariance est moyenne´ au sein de 10 coˆnes de direction re´gulie`re dans θ = 0, ...,
π. L’hypothe`se d’isotropie est valide´e dans la mesure ou` la covariance demeure la
meˆme quelque soit la direction θ choisie.
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Figure 4.7 – Covariances Ci(h) (Eq. 2.2) mesure´es sur les trois phases de
l’e´chantillon SF-LST-1, moyenne´es sur les n = 6 images disponibles (a` l’e´chelle de la
mousse). Les covariances sont trace´es sous hypothe`se d’isotropie (valide´e Fig. 4.6) en
fonction de h (norme de h). En pointille´s les tangentes a` l’origine permettant d’esti-
mer l’intercept Ii de chacune des trois phases. En tirets le palier Ci(0)2 permettant
d’estimer la porte´e Pi des trois covariances.
E´chantillon PB PW IB IW
LST-1 0.4 0.4 0.3 0.2
LST-2 0.2 0.2 0.2 0.2
Table 4.6 – Valeurs d’intercept Ii et de porte´e Pi mesure´es sur les e´chantillons de
collecteurs de courants. Les valeurs sont mesure´es pour chacune des deux phases en
pre´sence a` l’e´chelle de la ce´ramique. Ces valeurs sont donne´es en µm.
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0 (horizontal) < θ < 9 deg
9 < θ < 18 deg
18 < θ < 27 deg
27 < θ < 36 deg
36 < θ < 45 deg
45 < θ < 54 deg
54 < θ < 63 deg
63 < θ < 72 deg
72 < θ < 81 deg
81 < θ < 90 deg (vertical)
Figure 4.8 – Moyenne sur les n = 6 images de l’e´chantillon LST-1 de la covariance
CBB(h) (Eq. 2.2) de la phase poreuse (a` l’e´chelle de la ce´ramique). La covariance
est trace´e en fonction du module du vecteur hθ. Plus pre´cise´ment, la covariance est
moyenne´ au sein de 10 coˆnes de direction re´gulie`re dans θ = 0, ..., π. L’hypothe`se
d’isotropie est valide´e dans la mesure ou` la covariance demeure la meˆme quelque
soit la direction θ choisie.
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Figure 4.9 – Covariances Ci(h) (Eq. 2.2) mesure´es sur les trois phases de
l’e´chantillon LST-1, moyenne´es sur les n = 10 images disponibles (a` l’e´chelle de la
ce´ramique). Les covariances sont trace´es sous hypothe`se d’isotropie (valide´e Fig. 4.8)
en fonction de h (norme de h). En pointille´s les tangentes a` l’origine permettant d’es-
timer l’intercept Ii des deux phases. En tirets le palier Ci(0)2 permettant d’estimer
la porte´e Pi des deux covariances.
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E´chantillon SVGW ± σ SVWB ± σ SVGB ± σ
SF-LST-1 0.055 ± 0.003 0.003 ± 0.002 0.014 ± 0.003
DF-LST-1 0.063 ± 0.005 0.004 ± 0.002 0.015 ± 0.004
Table 4.7 – Surface spe´cifique de contact SVij entre les phases i et j (µm
−1) pour
chaque e´chantillon a` l’e´chelle de la mousse. L’e´cart-type σ calcule´ selon l’Eq. 3.12
tient compte de la variabilite´ de l’estimateur (c.a`.d l’estimateur est calcule´ pour
diffe´rentes images/re´alisations du meˆme e´chantillon) et de la variabilite´ lie´e au calcul
nume´rique de cet estimateur (c.a`.d. la variabilite´ lie´e a` l’estimation nume´rique de la
pente a` l’origine de Cij(h)).
E´chantillon SVWB ± σ
LST-1 8.123 ± 0.514
LST-2 11.106 ± 0.846
Table 4.8 – Surface spe´cifique de contact SVij entre les phases i et j (µm
−1) pour
chaque e´chantillon a` l’e´chelle de la ce´ramique. L’e´cart-type σ calcule´ selon l’Eq. 3.12
tient compte de la variabilite´ de l’estimateur (c.a`.d l’estimateur est calcule´ pour
diffe´rentes images/re´alisations du meˆme e´chantillon) et de la variabilite´ lie´e au calcul
nume´rique de cet estimateur (c.a`.d. la variabilite´ lie´e a` l’estimation nume´rique de la
pente a` l’origine de Cij(h)).
4.3.3 Covariances croise´es
Le phe´nome`ne de corre´lation entre les phases du mate´riau est e´tudie´ au moyen
des covariances croise´es Cij (Eq. 2.3). Ces dernie`res sont estime´es entre deux phases
i et j 6= i. L’estimation des covariances croise´es est illustre´e Fig. 4.10 a` l’e´chelle de la
mousse et Fig. 4.11 a` l’e´chelle de la ce´ramique. Cette estimation est effectue´e de la
meˆme fac¸on que pour les e´chantillons d’anode (Sec. 3.3.3). Les surfaces spe´cifiques
entre les phases en pre´sence sont calcule´es selon l’Eq. 2.8. Les surfaces spe´cifiques
obtenues sont donne´es Tab. 4.7 a` l’e´chelle de la mousse et Tab. 4.8 a` l’e´chelle de la
ce´ramique. Nous observons une diffe´rence d’environ deux ordres de grandeur entre
les surfaces spe´cifiques des deux e´chelles ce qui est tout a` fait raisonnable compte
tenu des longueurs caracte´ristiques respectives.
4.3.4 E´rosions line´aires
Les e´rosions line´aires Qi(ℓ) (Eq. 2.12) sont estime´es pour chacune des phases i,
comme pour les anodes (Sec. 3.3.4). Le re´sultat de cette mesure est trace´ Fig. 4.12
en e´chelle lin-log. Le comportement de ces courbes est tre`s diffe´rent selon que l’on
se place a` l’e´chelle de la mousse (quasiment line´aire en e´chelle log-log) ou a` l’e´chelle
de la ce´ramique (fortement non line´aire).
4.3.5 Granulome´tries
La distribution en taille de grains est donne´e par les courbes de granulome´trie
Gi(S) (Eq. 2.14). Cette quantite´ est estime´e, comme pour les anodes (Sec. 3.3.5),
pour chacune des phases. La granulome´trie est trace´e Fig. 4.14, pour chacune des
trois phases a` l’e´chelle de la mousse. Cette repre´sentation est donne´e Fig. 4.15 pour
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Figure 4.10 – Covariances croise´es Cij(h) (Eq. 2.3) mesure´es sur l’e´chantillon SF-
LST-1, moyenne´es sur les n = 6 images disponibles. Ces covariances croise´es sont
trace´es en fonction de h (µm).
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Figure 4.11 – Covariance croise´e CBW (h) (Eq. 2.3) mesure´e sur l’e´chantillon LST-
1, moyenne´ sur les n = 10 images disponibles. La covariance croise´e est trace´e en
fonction de h (µm).
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Figure 4.12 – E´rosions line´aires Qi(ℓ) (Eq. 2.12) mesure´es pour les trois phases
de l’e´chantillon SF-LST-1, moyenne´es sur les n = 6 images disponibles pour cet
e´chantillon. Ces e´rosions line´aires sont trace´es sous hypothe`se d’isotropie en fonction
de la longueur ℓ (µm) du segment L(ℓ).
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Figure 4.13 – E´rosion line´aire PB(ℓ) (Eq. 2.12) mesure´e pour la phase poreuse
B de l’e´chantillon LST-1, moyenne´e sur les n = 10 images disponibles pour cet
e´chantillon. Cette e´rosion line´aire est trace´e sous hypothe`se d’isotropie en fonction
de la longueur ℓ (µm) du segment L(ℓ).
les deux phases a` l’e´chelle de la ce´ramique. Les courbes illustrent les deux e´chelles
caracte´ristiques en pre´sence avec d’une part des grains de surface ≥ 10−4mm2
(e´chelle de la mousse) et d’autre part des grains de surface ≤0.5 µm2 (e´chelle de
la ce´ramique).
4.3.6 Volume E´le´mentaire Repre´sentatif (VER)
L’ensemble des mesures effectue´es est soumis a` la variabilite´ lie´e aux volumes
conside´re´s. Nous pre´cisons au Tab. 4.9 (comme pour les anodes Sec. 3.3.6), a` l’e´chelle
de la mousse : (i) la porte´e inte´grale estime´e (de la meˆme fac¸on que sur la Fig. 3.15)
sur les images segmente´es (ii) la surface S a` conside´rer pour obtenir une erreur rela-
tive ǫfi = 5% sur la fraction volumique (iii) l’erreur relative estime´e sur les donne´es
disponibles. La caracte´risation du VER a` l’e´chelle de la ce´ramique est pre´sente´e sous
la meˆme forme Tab. 4.10. L’ajustement des variances (calcule´es sur des sous volumes
inde´pendants) qui permet d’estimer la porte´e inte´grale n’est pas pre´sente´. Il est en
revanche effectue´ de la meˆme fac¸on que pour les anodes (Fig. 3.15). La repre´sentation
de cet ajustement ne pre´sente pas d’inte´reˆt majeur. Les re´sultats issus de l’estimation
des porte´es inte´grales sont directement donne´s Tab. 4.9 et Tab. 4.10.
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Figure 4.14 – (a) Granulome´tries par ouverture Gi(S) (Eq. 2.14) mesure´es pour
les trois phases de l’e´chantillon SF-LST-1, moyenne´es sur les n = 6 images dispo-
nibles pour cet e´chantillon. Ces granulome´tries sont trace´es en fonction de la surface
S (mm2) du disque utilise´ lors de l’ouverture. (b) Agrandissement de (a) dans le
domaine 0 ≤ S ≤ 3× 10−3.
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Figure 4.15 – (a) Granulome´tries par ouverture Gi(S) (Eq. 2.14) mesure´es pour
les deux phases de l’e´chantillon LST-1, moyenne´es sur les n = 10 images disponibles
pour cet e´chantillon. Ces granulome´tries sont trace´es en fonction de la surface S
(µm2) du disque utilise´ lors de l’ouverture.






S pour ǫfi = 0.05
pixels ↔ µm
ǫfi pour S (Tab. 4.1)
(ǫfB , ǫfG , ǫfW )
SF-LST-1 31.4 ↔ 26.0 484.65 ↔ 440.74 (0.18 , 0.03 , 0.09)
DF-LST-1 25.4 ↔ 31.6 392.33 ↔ 436.88 (0.15 , 0.03 , 0.06)
Table 4.9 – Pour chaque e´chantillon : (i) Racine de la plus grande des valeurs
de la porte´e inte´grale Afi2 calcule´e pour la fraction volumique, donne´e en pixels et
en µm (deuxie`me colonne). (ii) Racine de la surface ne´cessaire pour obtenir une
erreur relative infe´rieure ou e´gale a` 5% pour l’ensemble du mate´riau a` trois phases.
Cette longueur de cote´ est donne´e en pixels et en µm (troisie`me colonne). (iii)
Erreur relative pour chacune des phases, compte tenu des surfaces S disponibles






S pour ǫfi = 0.05
pixels ↔ µm
ǫfi pour S (Tab. 4.2)
(ǫfB , ǫfW )
LST-1 16.4 ↔ 0.2 202.39 ↔ 20.57 (0.01 , 0.01)
LST-2 13.5 ↔ 0.1 163.51 ↔ 16.62 (0.01 , 0.01)
Table 4.10 – Pour chaque e´chantillon : (i) Racine de la plus grande des valeurs
de la porte´e inte´grale Afi2 des deux phases. Cette quantite´ correspond au VER pour
la fraction volumique, elle est donne´e en pixels et en µm (deuxie`me colonne). (ii)
Racine de la surface ne´cessaire pour obtenir une erreur relative infe´rieure ou e´gale
a` 5% pour l’ensemble du mate´riau binaire. Cette longueur de cote´ est donne´e en
pixels et en µm (troisie`me colonne). (iii) Erreur relative pour chacune des phases,
compte tenu des surfaces S disponibles pour chaque e´chantillon (Tab. 4.2).
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4.4 Conclusions
Dans ce chapitre, le collecteur de courant du projet Evolve a e´te´ introduit. Ce
mate´riau pre´sente deux e´chelles caracte´ristiques, celle de la mousse d’une part et celle
de la ce´ramique d’autre part. L’analyse de ce mate´riau est re´alise´e a` partir d’images
MEB acquises au CdM pour les deux e´chelles en pre´sence. L’acquisition d’images
de la microstructure de ce mate´riau n’a pas pre´sente´ de difficulte´ majeure. En effet,
pour les deux e´chelles, les phases en pre´sence disposent d’un contraste suffisamment
grand pour pouvoir les distinguer. L’automatisation de la phase de segmentation de
ce mate´riau pre´sente en conse´quence peu de difficulte´ pour les deux e´chelles.
Les images segmente´es permettent d’acce´der a` une caracte´risation des diffe´rentes
phases du mate´riau a` ses deux e´chelles. Les fractions volumiques des constituants,
ainsi que des mesures d’ordre supe´rieur telles que les covariances, covariances croise´es,
e´rosions line´aires, granulome´tries sont estime´es a` partir des images segmente´es.
Graˆce aux covariances, l’hypothe`se d’isotropie est valide´e pour les deux e´chelles
du mate´riau. Une bonne se´paration des e´chelles est par ailleurs retrouve´e par l’in-
terme´diaire de l’intercept obtenu a` partir des covariances. Deux comportements tre`s
diffe´rents sont observe´s pour les e´rosions line´aires des phases aux deux e´chelles. A`
l’e´chelle de la mousse, c’est un comportement plutoˆt line´aire (en e´chelle log-log) qui
est observe´ pour les trois phases alors que l’e´rosion line´aire de la phase poreuse, a`
l’e´chelle de la ce´ramique, donne un comportement tout a` fait non line´aire (en e´chelle
log-log). Nous verrons au Chapitre 7 que cette mesure a` un impact sur le choix des
mode`les associe´s a` chacune des e´chelles.
Nos donne´es sont sujettes aux variations lie´es au VER. La porte´e inte´grale de ce
mate´riau a` donc e´te´ estime´e pour les deux e´chelles, afin de de´terminer les erreurs
relatives associe´es aux donne´es disponibles ainsi que la taille du VER permettant
d’obtenir une erreur relative raisonnable ǫf = 5% sur les e´le´ments de la microstruc-
ture. L’erreur relative associe´e a` la phase poreuse a` l’e´chelle de la mousse atteint
18% pour les surfaces d’images disponibles. Ce chiffre est cependant a` mettre en
correspondance avec la fraction volumique de pores ≤ 4% a` cette meˆme e´chelle. Ces
18% d’erreur relative repre´sentent donc moins d’un pourcent sur la fraction volu-
mique totale de pores ce qui est tout a` fait raisonnable. Nous concluons donc que les
donne´es disponibles sont suffisamment repre´sentatives pour poursuivre l’e´tude du
mate´riau puisque l’erreur relative associe´e aux fractions volumiques est en dec¸a` des
10% (pour les autres phases a` l’e´chelle de la mousse et pour l’ensemble des phases
a` l’e´chelle de la ce´ramique).
Cette caracte´risation, en plus de l’aspect statistiquement descriptif de ces mate´riaux,
est un pre´requis ne´cessaire a` l’e´tape de mode´lisation qui fait l’objet du Chapitre 7.
62 4.4. CONCLUSIONS
Troisie`me partie





Mode`les de milieux ale´atoires ge´ne´riques
Dans ce chapitre, nous allons de´finir l’ensemble des notions ne´cessaires a` la
mode´lisation microstructurale de l’anode et du collecteur de courant. Dans un pre-
mier temps, nous de´finirons le mode`le Boole´en et donnerons des proprie´te´s lie´s a` ce
mode`le. Le mode`le de Gaussienne seuille´e sera pre´sente´ dans un second temps.
5.1 Mode`le Boole´en
Le mode`le Boole´en introduit par [106, 69] a fait l’objet de nombreuses applica-
tions dans la litte´rature [68, 15, 43, 168, 144, 31].
5.1.1 De´finition
Un mode`le Boole´en A est obtenu par implantation de grains primaires A′ de
forme quelconque sur un processus de points de Poisson P [115] d’intensite´ θ. On
notera que le recouvrement partiel/total des grains entre eux est tout a` fait possible
dans le cadre de ce mode`le. L’atout majeur de ce mode`le, en plus de l’aspect tre`s
flexible qu’il offre de par sa formulation, est de disposer de re´sultats analytiques sur





ou` A′xi repre´sente le translate´ de A
′ au point xi (Eq. 1.3) et P un processus de points
Poissonien d’intensite´ θ. Un exemple 2D de mode`le Boole´en de disques est pre´sente´
Fig. 5.1 ainsi que le processus de points de Poisson associe´.
5.1.2 Proprie´te´s
Pour un mode`le Boole´en A la covariance (Eq. 2.2) s’e´crit de fac¸on analytique
[106] comme :
C(h) = q2Ae
−θµ3(A′∩A′−h) = q2−kA′(h)A (5.2)
ou` qA repre´sente la fraction volumique du comple´mentaire de A (Eq. 2.1) et kA′(h)
le covariogramme ge´ome´trique normalise´ qui se de´finit en 3 dimensions graˆce a` la
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Figure 5.1 – Mode`le Boole´en 2D de disques de rayons constants et processus de
point Poissonien associe´ (croix).





ou` KA′(h) repre´sente le covariogramme ge´ome´trique de´fini comme :
KA′(h) = µ3(A
′ ∩A′−h) (5.4)
L’e´rosion line´aire (Eq. 2.12) d’un mode`le Boole´en suit une loi exponentielle ca-
racte´ristique de ce mode`le. En effet, nous disposons de la relation suivante [106]






Cette de´croissance, proportionnelle a` la de´rive´e en h = 0 du covariogramme ge´ome´trique
normalise´ du grain primaire, permet en pratique d’exclure l’utilisation d’un mode`le
Boole´en a` grains primaires convexes pour mode´liser un ensemble ale´atoire, si l’e´rosion
line´aire de l’ensemble ale´atoire en question ne pre´sente pas un comportement line´aire
en e´chelle lin-log.
5.1.3 Cas particuliers de grains primaires
La covariance du mode`le Boole´en s’obtient directement a` partir du covario-
gramme ge´ome´trique du grain primaire e´tudie´ (voir Eq. 5.2). Dans ce paragraphe, la
formulation de ce covariogramme pour un grain primaire sphe´rique est rappele´e dans
un premier temps. Dans un second temps, le cas de grains primaires sphe´riques de
rayon R variable, distribue´ suivant une loi uniforme R ∼ U(0, Rmax), est pre´sente´.
Dans un troisie`me temps, le cas de grains cylindriques (a` base circulaire) de taille
constante est e´tudie´.
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Figure 5.2 – Ve´rification nume´rique de la formule du covariogramme de cylindre.
En traits pleins le covariogramme calcule´ nume´riquement (Pour h donne´ : tirage
uniforme de directions sur la sphe`re unite´ puis mesure de la valeur moyenne du
covariogramme d’un cylindre) pour un cylindre de rayon R = 5 voxels et de longueur
L = 51 voxels. En pointille´s le re´sultat obtenu en utilisant 5.8








, si h < 2R
0 sinon
(5.6)
Par extension, pour n grains primaires A′i, (i ∈ [1, n]) sphe´riques de rayon variables


















, si h < 2R
0 sinon
(5.7)
Dans le cas de grains primaires cylindriques, on montre (Annexe A) que l’ex-
pression du covariogramme ge´ome´trique d’un cylindre de hauteur L et de rayon
R et oriente´ ale´atoirement sur la sphe`re unite´ S s’e´crit en coordonne´es sphe´riques








(L− a(h, θ, φ)) 2R2
(
acos (z(h, θ, φ))− z(h, θ, φ)
√




ou` a(h, θ, φ) = h cos(θ) sin(φ) et z(h, θ, φ) = h
2R
√
sin2(θ) sin2(φ) + cos2(φ). Le re´sultat
de ce calcul est ve´rifie´ nume´riquement (Fig. 5.2) par comparaison au covariogramme
ge´ome´trique mesure´ sur un cylindre de taille fixe´e. Une expression analytique de ce
covariogramme est donne´e en Annexe A. Elle fait intervenir les inte´grales elliptiques
incomple`tes de Jacobi, au premier et au second ordre.
5.2 Mode`le de Gaussienne seuille´e
Le mode`le de Gaussienne seuille´e est un mode`le utilise´, GPAes en ge´osciences. Il
prend en entre´e la fonction de covariance CT (h) (Eq. 2.2) de l’ensemble ale´atoire T
que l’on souhaite mode´liser et de ce fait est a-parame´trique.
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5.2.1 De´finition
Soit un ensemble ale´atoire T de covariance CT (h) que l’on souhaite mode´liser
via le mode`le de Gaussienne seuille´e. Le mode`le de Gaussienne seuille´e X associe´ a`
T est un mode`le de´fini par [5, 91] comme suivant :
X = {x ∈ Ω;ZX(x) ≥ λX} , ZX(x) = (wX ∗ UX)(x), UX(x) ∼ N (0, 1),
(5.9)
ou` ∗ repre´sente le produit de convolution, λX un seuil et N (0, 1) la distribution
normale centre´e-norme´e.
La fonction de poids wX est normalise´e et syme´trique, nous e´crivons :∫
Ω
w2X(x)dx = 1, (5.10)
wX(x) = wX(−x), x ∈ Ω. (5.11)










1+t d t, (5.12)







ou` FFT (·) et FFT−1(·) repre´sentent respectivement l’ope´rateur transforme´e de Fou-
rier et transforme´e de Fourier inverse.
5.2.2 Proprie´te´s
L’espe´rance de l’indicatrice de X s’e´crit :
fX = P{ZX(x) ≥ λX} = P{N (0, 1) ≥ λX},
on estime donc le seuil λX comme :
λX = F
−1(1− fT ), (5.14)
ou` F est la fonction de distribution cumulative de la distribution normale et fT la
fraction volumique associe´e a` l’ensemble ale´atoire T que l’on souhaite reproduire.
Une fois λX connu, la fonction de poids wX s’obtient en inversant l’expression (5.12)
pour obtenir ρX(h) et en utilisant (5.13). Ces choix permettent the´oriquement de
reproduire la covariance mesure´e CT (h).
Chapitre 6
Mode`les d’anode
6.1 E´tat de l’art dans la mode´lisation de mate´riaux
d’anodes
6.1.1 Reconstructions 3D de microstructures de SOFC
La reconstruction 3D comprend l’acquisition et la segmentation d’images 3D.
Les inte´reˆts de la reconstruction sont multiples. Il s’agit premie`rement d’extraire des
caracte´ristiques morphologiques propres au mate´riau (fractions volumiques, lignes
triples, covariances, etc). Deuxie`mement, cette reconstruction 3D de la microstruc-
ture sert e´videmment de te´moin, permettant de valider le mode`le choisi par compa-
raison indirecte (caracte´ristiques morphologiques, proprie´te´s effectives) a` l’e´chantillon
re´el. Dans un dernier temps, dans une de´marche d’optimisation, la reconstruction
3D permet de comparer les proprie´te´s de transport (conductivite´, perme´abilite´) des
mode`les the´oriquement ame´liore´s avec celles issues de la reconstruction.
Jung et Zhang [81, 207] effectuent des analyses bidimensionnelles apportant uni-
quement des mesures simples sur la microstructure (comparaisons entre trois types
de composition d’e´lectrodes et estimation des lignes triples a` partir d’images de
coupes). Cependant, afin d’extraire un maximum d’informations sur le milieu e´tudie´,
de nombreux auteurs proce`dent a` la reconstructions 3D des couches actives de piles
a` combustible[53, 162, 64, 198, 78, 79, 94, 47, 95]. Ces auteurs utilisent un couplage
sonde ionique focalise´e (FIB - Focused Ion Beam) - Microscopie E´lectronique a` Ba-
layage (MEB) pour effectuer la reconstruction 3D des e´lectrodes. La me´thode est
destructive mais cela ne pose pas de proble`me, l’e´chantillon ayant un faible couˆt. De
plus, cette technique be´ne´ficie d’une relative pre´cision (jusqu’a` 1000 nm3/voxel [47])
tout en permettant l’exploration de larges volumes (plusieurs centaines de µm3).
Joos [79] utilise, pour la segmentation des images 3D, un seuillage via la me´thode
d’Otsu [133] (minimisation de la variance intra-classe). Pour segmenter les images
FIB-MEB d’une anode YSZ-Ni, Shearing [162] analyse le spectre des espe`ces chi-
miques en pre´sence afin de les relier a` une plage de valeurs sur l’e´chelle de niveau de
gris (Energy-Dispersive Spectroscopy). La qualite´ ge´ne´ralement bonne des images
permet d’effectuer une reconstruction a` la fois pre´cise (en terme de re´solution) et
exhaustive (en terme de taille de volume reconstruit) du milieu. La tomographie X,
qui est une me´thode non destructive, a re´cemment atteint la re´solution en dec¸a` de
50 nm [65] ce qui permet d’utiliser cette technique pour ce type d’applications.
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6.1.2 Mode´lisation des couches actives de PAC
Plusieurs types de mode`les de microstructures ont e´te´ de´veloppe´s pour repre´senter
les couches actives de pile a` combustible. Politis [140] construit un mode`le biphase´
base´ sur l’e´volution d’un mode`le Boole´en de sphe`res. E´tant donne´ la connaissance
des proprie´te´s statistiques de la microstructure ge´ne´re´e, le mode`le est obtenu par mi-
nimisation (recuit simule´) de la diffe´rence entre la covariance estime´e sur le mate´riau
et celle du volume reconstruit. La solution est approche´e par une me´thode ite´rative
qui consiste a` modifier l’e´tat des voxels en les faisant passer d’une phase a` une
autre jusqu’a` obtenir un mode`le posse´dant les proprie´te´s statistiques escompte´es.
Une me´thode du meˆme type est utilise´e par [170]. Ce type de me´thode ne donne
cependant qu’un tre`s faible controˆle sur la ge´ome´trie des structures ge´ne´re´es. De
plus, comme on peut s’y attendre, les temps de calculs pour ge´ne´rer ce genre de
mode`les sont extreˆmement grands de`s que le volume simule´ devient grand [168].
Gaiselmann [47] propose une mode´lisation stochastique d’une microstructure
de LSC. Pour ce faire, les auteurs partent d’un mode`le Boole´en (avec distance de
re´pulsion) de sphe`res a` rayon variable. Munis d’un mode`le de graphe pour de´terminer
la connectivite´ du mode`le, une modification de la connectivite´ dans le graphe permet
d’obtenir une unique composante connexe, en revenant du graphe au mode`le (une
transformation des rayons des sphe`res - correspondant aux nœuds du graphe - per-
met d’obtenir la composante connexe dans le milieu de sphe`re simule´). On retrouve
d’ailleurs des similitudes avec les outils utilise´s dans les travaux [168]. L’approche par
les graphes semble donc inte´ressante en ce sens ou` elle permet un meilleur controˆle de
la ge´ome´trie des microstructures ge´ne´re´es, re´duisant au passage les temps de calculs.
De plus, nous mentionnons les travaux de [92] dans lesquels l’analyse d’anodes de
type Ni-YSZ (dans une SOFC de type Anode Supported Cell) conduit a` un mode`le
de gaussiennes seuille´es ge´ne´re´ graˆce a` un logiciel commercial. La limitation de ce
travail re´side dans l’incapacite´ de mode´liser un mate´riau triphase´.
6.2 Mode´lisation d’un milieu a` trois phases
Dans cette section, la mode´lisation de la microstructure d’anode a` trois phases
(pre´sente´e au Chapitre 3) est e´tudie´e. La caracte´risation de ce mate´riau va eˆtre
utilise´e ici afin de construire un mode`le statistiquement et visuellement proche du
mate´riau re´el. L’hypothe`se d’isotropie valide´e en Sec. 3.3.2 a` partir de l’e´tude des
covariances est le point de de´part des mode`les.
6.2.1 Hypothe`se d’inde´pendance
Dans cette section, on suppose en premier lieu que les trois phases B, G et W
sont obtenues a` partir de deux ensembles ale´atoires inde´pendants X et Y , comme
introduit dans [54]. Une combinaison de ces deux ensembles permet d’obtenir les
trois ensembles ale´atoires (Ai)i ∈ {1,2,3} de´finis comme suivant :
A1 = X, A2 = X
c ∩ Y, A3 = Xc ∩ Y c. (6.1)
Cette de´finition est repre´sente´e sche´matiquement Fig. 6.1. Chacun des trois en-
sembles (Ai)i∈{1,2,3} est par la suite associe´ a` l’une des phases B, W ou` G. On
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notera dans la suite Ci(h) et Cij(h) (i and j ∈ {1, 2, 3}) les covariances et cova-
riances croise´es, respectivement, de l’ensemble Ai, comme de´fini Eq. 2.2. Les cova-
riances CX(h) et CY (h) des ensembles ale´atoires X et Y ainsi que celles de leurs
comple´mentaires Xc, Y c, elles meˆme note´es CX(h) et CY (h) sont relie´es a` celles des
Ai par les relations suivantes :
C1(h) = CX(h) (6.2)
C2(h) = CX(h)CY (h), (6.3)
C3(h) = CX(h)CY (h) (6.4)
De plus, la construction du mode`le selon Eq. 6.1 a des implications fortes sur les
covariances croise´es [71] pour les Ai en effet :
C12(h) =
C2(0)
1− C1(0) [C1(0)− C1(h)] (6.5)
C13(h) =
C3(0)
1− C1(0) [C1(0)− C1(h)] (6.6)
C23(h) =
C2(0)
1− C1(0)C1(h)− C2(h) (6.7)
La formule Eq. 6.5 s’obtient graˆce a` la de´monstration suivante :
C12(h) = P{x ∈ A1, x+ h ∈ A2}
= P{x ∈ X, x+ h ∈ Xc ∩ Y }
= P{x ∈ X, x+ h ∈ Xc∩}P{x+ h ∈ Y }
= [CX(0)− CX(h)]CY (0).
Les Eq. 6.6 et Eq. 6.7 sont obtenues de fac¸on similaire. Cette structure particulie`re
re´sultant de la construction du mode`le, est utile pour tester la validite´ de l’hypothe`se
d’inde´pendance faite au de´but de cette section. En effet, les Eqs. 6.5, 6.6 et 6.7
sont ve´rifie´es seulement si les ensembles ale´atoires X et Y sont inde´pendants. Cette
hypothe`se peut eˆtre ve´rifie´e sur le mate´riau en testant tous les choix possibles, dans
l’assignation des phases B, G ouW aux ensembles A1, A2 ou A3. Les six possibilite´s,
note´es (Hk)k∈[1,...,6], sont donne´es Tab. 6.1. Pour 1 ≤ k ≤ 6, nous notons C˜Hkij (h)
ou` (i, j) ∈ {B,G,W} la covariance croise´e Cij de´finie Eqs. 6.5, 6.6 et 6.7 avec
(Ai)i∈[1,...,3] choisi au moyen du Tab. 6.1 de correspondance des (Hk)k∈[1,...,6].
Pour chaque couple de valeurs i 6= j et chacun des choix d’assignation d’en-
semblesHk (1 ≤ k ≤ 6), la covariance croise´e C˜Hkij (h) est calcule´e selon les Eqs. 6.5, 6.6
et 6.7 puis compare´e a` l’estimation directement faite sur les images MEB. Un
exemple de cette comparaison est trace´ Fig. 6.2 pour l’e´chantillon 29-i.
On remarque que pour k 6= l on a en ge´ne´ral C˜Hkij (h) 6= C˜Hlij (h). Cependant, si l’on
reprend les Eqs. 6.5, 6.6 et 6.7, on constate par exemple que C˜H3GW (h) = C˜
H4
GW (h)
et que C˜H5WG(h) = C˜
H6
WG(h). Par conse´quent, pour les deux phases W et G, la
comparaison des covariances expe´rimentales CWG (resp. CGW ) est faite avec les deux
fonctions : C˜H1GW (h) et C˜
H3




WG(h)). Le meˆme raisonnement
s’applique lorsque l’on s’inte´resse aux couples de phases (G,B) et (W,B).
Afin de quantifier la qualite´ de chacune des possibilite´s d’assignation de phases
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Figure 6.1 – Repre´sentation sche´matique d’un mate´riau a` trois phases A1 (gris
sombre), A2 (gris clair), A3 (hachures) mode´lise´ par deux ensembles ale´atoires
inde´pendants X (ellipses) et Y (triangles).
Configuration A1 A2 A3
H1 B˜ G˜ W˜
H2 B˜ W˜ G˜
H3 G˜ B˜ W˜
H4 G˜ W˜ B˜
H5 W˜ B˜ G˜
H6 W˜ G˜ B˜
Table 6.1 – De´finition des six choix possibles dans l’assignation de chacun des
ensembles B, G ou W aux ensembles A1, A2 ou A3. Par exemple le cas H1 spe´cifie
que A1 sera l’ensemble ale´atoire mode´lisant la phase B (phase poreuse), A2 la phase
G (conducteur e´lectronique LST) et A3 la phase W (conducteur ionique GCO).
pour chacun des e´chantillons et chacun des ensembles de choix Hk (Tab. 6.2).
La configuration H6 minimise les erreurs relatives de 12 e´chantillons sur les 16
disponibles. De plus, E(6) est proche de la valeur minimale de E pour trois des
quatre e´chantillons pour lesquels elle ne constitue pas le minimum. Dans la suite,
l’hypothe`se d’inde´pendance entre X et Y est conside´re´e comme ve´rifie´e sous l’hy-
pothe`se H6, i.e. les trois phases s’e´crivent selon l’Eq. 6.1 avec W = A1, G = A2 et
B = A3 comme spe´cifie´ au Tab. 6.1. Les relations pour le mode`le du mate´riau se
de´duisent donc de la fac¸on suivante :
C˜W (h) = CX(h) (6.9)
C˜G(h) = CX(h)CY (h), (6.10)
C˜B(h) = CX(h)CY (h) (6.11)
ou` les quantite´s C˜i(h) repre´sentent les covariances associe´es au mode`le de la micro-
structure sous la configuration H6. De fait, nous cherchons maintenant a` de´terminer
la nature des mode`les ale´atoires X et Y , qui seront ge´ne´re´s inde´pendamment l’un
de l’autre afin de construire un mode`le pertinent du mate´riau.
6.2.2 Strate´gies de calage et de validation des mode`les
Le calage de mode`le (quand il a lieu) consiste a` de´terminer le jeu de parame`tre
optimal permettant d’obtenir les microstructures mode`les les plus proches des micro-
structures re´elles. Notre strate´gie de calage est base´e sur la minimisation de l’erreur
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Figure 6.2 – Covariance croise´e CGW entre les ensembles G et W estime´e sur les
images MEB de l’e´chantillon 29-s (traits pleins). Comparaison avec les covariances
croise´es C˜HkGW calcule´es en utilisant les Eqs. 6.5, 6.6 et 6.7. Ces dernie`res sont calcule´es
pour chacune des configurations k = 1, ..., 6 du Tab. 6.1 et les covariances Ci estime´es
sur les images MEB sont utilise´es en lieu et place (selon la configuration) au sein de
ces expressions.
Image set H1 H2 H3 H4 H5 H6
14-i 3.15 3.15 2.9 2.9 14.11 1.4
14-s 4.14 3.99 3.84 3.86 6.55 2.07
15-i 3.61 3.42 3.2 3.21 17.06 4.19
15-s 3.94 3.97 2.52 2.52 19.46 1.96
24-i 4.24 4.31 3.27 3.27 3.88 2.76
24-s 3.62 3.84 3.33 3.31 7.64 2.38
25-i 5.9 5.83 3.53 3.53 4.05 1.76
25-s 4.96 4.84 4.34 4.35 7.45 1.87
28-i 3.23 3.26 3.96 3.96 5.18 2.44
28-s 2.18 2.16 3.74 3.74 5.99 2.43
29-i 3.95 3.82 3.48 3.48 4.62 1.85
29-s 3.17 3.16 3.96 3.96 7.16 2.42
32-i 3.21 3.17 2.97 2.98 4.39 1.77
32-s 3.28 3.31 3.64 3.63 7.57 3.43
33-i 2.94 2.88 4.16 4.16 5.86 3.45
33-s 2.75 2.71 2.97 2.97 4.15 2.17
Table 6.2 – Erreur relative E(k) (Eq. (6.8)) entre les covariances croise´es estime´es
sur les images MEB Cij(h) et celles (C˜
Hk
ij (h)) calcule´es a` partir des covariances Ci(h)
(voir Fig. 6.2) pour toutes les combinaisons H1, ..., H6. Pour chaque e´chantillon, la
valeur minimum de E(k), correspondant a` la meilleure configuration (du Tab. 6.1)
est colorie´e en gris.
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quadratique entre les fonctions de covariance. Par construction du mode`le (Eq. 6.1),
il est possible de se´parer cette e´tape de calage en deux e´tapes quel que soit le type
d’ensemble ale´atoire conside´re´ pour X et Y . Nous calculons une fonction d’erreur
note´e vi (ou bien vi selon la complexite´ des expressions obtenues pour C˜i(h;P) et
C˜ i(h;P)) avec i ∈ {B,G,W} associe´e a` cette diffe´rence. Un proble`me de minimi-
sation associe´ a` vW est alors re´solu (ou bien vW ) puis, dans un second temps, un















ou` Ci(h) (resp. C i(h)) repre´sente la covariance de la phase i estime´e sur les images
MEB et C˜i(h;P) (resp. C˜ i(h;P)) la covariance associe´e au mode`le. Le terme P
repre´sente l’ensemble des parame`tres dont le dit mode`le de´pend.
Dans certains cas, il est possible d’expliciter les fonctions de covariance C˜i(h;P)
(ou bien C˜ i(h;P)) des diffe´rentes phases i du mode`le de fac¸on analytique. Ppar
exemple pour des mode`les Boole´ens a` grains sphe´riques (Eq. 5.6 et Eq. 5.2) ou
cylindriques (Eq. 5.8 et Eq. 5.2). Dans ce cas le calage des parame`tres est effectue´
de fac¸on totalement analytique.
Pour des grains primaires plus complexes comme les sphe´ro-cylindres, il est
ne´cessaire de ge´ne´rer un mode`le pour un jeu de parame`tres donne´ afin d’en esti-
mer la covariance C˜i(h;P) (ou bien C˜ i(h;P)). Pour des contraintes e´videntes de
temps de calcul, des volumes relativement petits devant la taille du VER estime´
pour ǫfi = 5% (Tab.3.4) sont ge´ne´re´s a` cette e´tape. Conse´quemment, les covariances
estime´es sur les mode`les pre´sentent une grande variabilite´, ne permettant pas d’effec-
tuer une optimisation base´e sur un calcul de gradient. L’algorithme de minimisation
de J.Nelder et R.Mead [131] dans lequel la de´rive´e de la fonction objectif n’intervient
pas explicitement est par conse´quent utilise´.
Enfin, nous verrons par la suite que de par leur construction, les mode`les Gaus-
siens ne ne´cessitent pas d’e´tape de calage de parame`tres a` proprement parler. Une
fonction de poids est directement calcule´e a` partir de la donne´e de la covariance es-
time´e sur un e´chantillon, ce qui permet d’obtenir un mode`le adapte´ a` un e´chantillon
donne´. Le calcul de cette fonction de poids ne ne´cessite pas d’optimisation nume´rique.
Une fois les parame`tres optimaux de´termine´s afin de reproduire au mieux la fonc-
tion de covariance, la validation du mode`le passe syste´matiquement au travers d’au
moins quatre comparaisons afin de ve´rifier la conformite´ de l’empreinte morpholo-
gique du mode`le a` celle de la microstructure du mate´riau. Dans un premier temps,
c’est tout naturellement un crite`re de ressemblance visuel qui est observe´. Dans un
second temps, il s’agit de ve´rifier que les covariances cibles du calage sont correc-
tement restitue´es. Dans un troisie`me temps, la comparaison mode`le-mate´riau est
effectue´e pour les e´rosions line´aires Qi(ℓ) (Eq. 2.12) associe´es a` chaque phase ainsi
que les courbes de granulome´tries Gi(S) (Eq. 2.14). Ces mesures n’ont a` aucun mo-
ment e´te´ utilise´es lors de la proce´dure de calage. Ces comparaisons syste´matiques
permettent alors de confirmer ou d’infirmer la pertinence du mode`le ge´ne´re´ d’un
point de vue qualitatif et quantitatif.
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6.3 Mode`les Boole´ens
Dans cette section, nous allons nous inte´resser aux diffe´rentes tentatives de
mode`les qui ont e´te´ employe´es afin de repre´senter les microstructures des anodes
par l’interme´diaire de mode`les Boole´ens. Ces mode`les ont l’avantage de posse´der
une grande flexibilite´ au travers du choix des grains primaires d’une part et de leur
distribution de taille d’autre part. De plus, un certain nombre de re´sultats analy-
tiques sont disponibles pour ce type de mode`le et permettent d’en faciliter le calage
(voir Sec. 6.2.2). Le choix de ce type de mode`le a e´te´ motive´ par la forme des e´rosions
line´aires estime´es sur les e´chantillons d’anodes (Fig. 3.13) qui pre´sentent en e´chelle
lin-log un comportement assez line´aire, parfaitement compatible avec les e´rosions
line´aires the´oriquement attendues pour un mode`le Boole´en (Eq. 5.5). Pour rappel,
l’ensemble des mode`les pre´sente´s dans cette partie sont de´finis sous hypothe`se d’iso-
tropie et dans le cadre de l’hypothe`se d’inde´pendance en configuration H6 (voir
Sec. 6.2.1).
6.3.1 Mode`le Boole´en de sphe`res et de cylindres
De´finition
Visuellement, on constate (Fig.3.8) que les grains de GCO (en blanc) pre´sentent
une assez forte sphe´ricite´ alors que les grains de LST (en gris) ont une e´longation
un peu plus importante. Afin de commencer la recherche d’un mode`le permettant
de re´aliser ces microstructures complexes, un premier mode`le, simple et disposant
de peu de parame`tres est propose´. Ce mode`le est de´fini en prenant X comme e´tant
un mode`le Boole´en de sphe`res de rayon constant RX et d’intensite´ (Sec. 5.1) θX
et Y comme un mode`le Boole´en de cylindres de rayon constant RY , de longueur
LY et d’intensite´ θY . L’ensemble des cinq parame`tres de ce mode`le s’e´crit P =
(θX , RX , θY , RY , LY ).
Calage et validation
Nous explicitons des liens entre les parame`tres de P afin de re´duire la dimension
de l’espace des parame`tres pre´sents lors de la phase de calage. En effet, en utilisant
les Eqs. 6.9, 6.10 et 5.2 en h = 0 nous e´crivons :





= e−θY πLY R
2
Y (6.15)
Les e´quations Eqs. 5.6, 5.8, 6.9, 6.10 et 5.2 permettent de calculer les covariances
des phases G˜ et W˜ du mode`le selon :





1− 2qY + q2−kY (h;(RY ,LY ))Y
)
CW (h) (6.17)
L’erreur quadratique entre les covariances analytiquement calcule´es (Eqs. 6.16 et 6.17)
et celles estime´es sur les images est nume´riquement minimise´e sur les trois pa-
rame`tres libres restant en utilisant [131]. Dans un premier temps, vW (Eq. 6.13)
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(a) (b)
Figure 6.3 – (a) E´chantillon IST-29-i : Partie d’une image MEB segmente´e. (b)
Coupe bidimensionnelle du mode`le Boole´en optimise´ de sphe`res et de cylindres aux
tailles constantes.
est minimise´ afin de de´terminer le parame`tre RX , ensuite, les deux parame`tres RY
et LY sont obtenus par minimisation de vG (Eq. 6.12).
Une microstructure optimale au sens de la covariance est obtenue pour RX = 14,
θX = 1, 31 10
−5, RY = 8, LY = 147 et θY = 6, 70 10−6 pour l’e´chantillon IST-
29-i. Les fractions volumiques des mode`les ge´ne´re´es sont retrouve´es avec pre´cision
pour les trois phases : fB = 0.71 ≈ f˜B = 0.68, fG = 0.16 ≈ f˜G = 0.16 et
fW = 0.15 ≈ f˜W = 0.14. Les covariances et e´rosions line´aires sont aussi correc-
tement retrouve´es (Fig. 6.4a et 6.4b). Cependant, ce mode`le est dans l’incapacite´ de
reproduire les courbes de granulome´tries estime´es sur les images MEB (Fig. 6.4c),
qui sont beaucoup plus disperse´es que la distribution tre`s peu e´parse obtenue sur
le mode`le ge´ne´re´ avec le jeu de parame`tres optimaux. Une coupe bidimensionnelle
de la microstructure optimise´e est repre´sente´e Fig. 6.3b, pour comparaison avec le
mate´riau acquis par MEB Fig.6.3a et il apparaˆıt e´galement que le mode`le n’est pas
visuellement satisfaisant.
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(a) (b) (c)
Figure 6.4 – E´chantillon IST-29-i : (a) Covariances Ci(h), (b) E´rosions line´aires
Qi(ℓ) et (c) Granulome´tries Gi(h). Comparaison entre l’empreinte morphologique
des images MEB segmente´es (traits pleins) et de celle estime´e sur des coupes bi-
dimensionnelles du mode`le 3D Boole´en (parame`tres P optimise´s) de sphe`res et de
cylindres aux tailles constantes (tirets). La comparaison est effectue´e pour chacune
des trois phases B (noir), G (bleu) et W (rouge).
6.3.2 Mode`le Boole´en de sphe`res a` deux e´chelles et de cy-
lindres
De´finition
Nous avons vu en Sec. 6.3.1 que le mode`le pre´ce´demment propose´ permet une
reproduction acceptable des fonctions de covariance et des e´rosions line´aires du
mate´riau acquis au MEB, tout en restant parcimonieux en termes de parame`tres
(cinq parame`tres dont trois libres). Cependant, en raison de la constance de la taille
des grains primaires, les granulome´tries sont mal reproduites avec ce mode`le. Nous
choisissons de l’enrichir afin d’ame´liorer l’empreinte associe´e. Un nouveau mode`le est
de´fini en prenant X comme un mode`le Boole´en de sphe`res aux rayons distribue´s sur
deux modalite´s constantes RX1 d’intensite´ θX1 et RX2 d’intensite´ θX2 . L’ensemble
ale´atoire Y est pris comme un mode`le Boole´en de cylindres de rayon constant RY , de
longueur LY et d’intensite´ θY . L’ensemble des sept parame`tres de ce mode`le s’e´crit
P = (θX1 , RX1 , θX2, RX2 , θY , RY , LY ).
Calage et validation
Nous explicitons des liens entre les parame`tres de P afin de re´duire la dimension
de l’espace des parame`tres pre´sents lors de la phase de calage. En effet, en utilisant
les Eqs. 6.9, 6.10 et 5.2 en h = 0 nous e´crivons :













= e−θY πLY R
2
Y (6.19)
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(a) (b)
(c)
Figure 6.5 – E´chantillon IST-29-i : (a) Covariances Ci(h), (b) E´rosions line´aires
Qi(ℓ) et (c) Granulome´tries Gi(h). Comparaison entre l’empreinte morphologique
des images MEB segmente´es (traits pleins) et de celle estime´e sur des coupes bidi-
mensionnelles du mode`le 3D Boole´en (parame`tres P optimise´s) de sphe`res a` deux
e´chelles et de cylindres aux tailles constantes (tirets). La comparaison est effectue´e
pour chacune des trois phases B (noir), G (bleu) et W (rouge).
Les e´quations Eqs. 5.6, 5.2, 6.9, 6.10 et 5.8 permettent de calculer les covariances
des phases G˜ et W˜ du mode`le selon :










1− 2qY + q2−kY (h;(RY ,LY ))Y
)
CW (h) (6.21)
L’erreur quadratique entre les covariances analytiquement calcule´es (Eqs. 6.16 et 6.17)
et celles estime´es sur les images est nume´riquement minimise´e sur les quatre pa-
rame`tres libres restant en utilisant [131]. Dans un premier temps vW (Eq. 6.13) est
minimise´ afin de de´terminer les parame`tre θX1 , RX1 et RX2 . Dans un second temps
les deux parame`tres RY et LY sont obtenus par minimisation de vG (Eq. 6.12).
Une microstructure optimale au sens de la covariance est obtenue pour θX1 =
1.84 10−7, RX1 = 37, θX2 = 2.42 10
−5, RX2 = 10, θ
M2
Y = 2.04 10
−5, DM2Y = 11,
LM2Y = 113 pour l’e´chantillon IST-29-i. Les covariances et e´rosions line´aires sont
aussi correctement retrouve´es (Fig. 6.5a et 6.5b). Cependant, ce mode`le est dans
l’incapacite´ de reproduire correctement les courbes de granulome´tries obtenues sur
les images MEB (Fig. 6.5c), qui sont beaucoup plus disperse´es que la distribution tre`s
peu e´parse obtenue sur le mode`le ge´ne´re´ avec le jeu de parame`tres optimaux malgre´
l’ajout d’une e´chelle dans la ge´ne´ration de la microstructure. Une coupe bidimen-
sionnelle de la microstructure optimise´e est repre´sente´e Fig. 6.6b, pour comparaison
avec le mate´riau acquis par MEB Fig.6.6a et il apparaˆıt e´galement que le mode`le
n’est pas visuellement satisfaisant.
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(a) (b)
Figure 6.6 – (a) E´chantillon IST-29-i : Partie d’une image MEB segmente´e. (b)
Coupe bidimensionnelle du mode`le Boole´en optimise´ de sphe`res a` deux e´chelles et
de cylindres de taille constante.
6.3.3 Mode`le Boole´en de sphe`res aux tailles de grains uni-
forme´ment distribue´s
De´finition
L’ajout d’une e´chelle (Sec. 6.3.2) au mode`le Boole´en de sphe`res et de cylindres
pre´sente´ Sec. 6.3.1 ne permet toujours pas de reproduire correctement l’empreinte
morphologique du mate´riau. Pour cette raison, nous nous tournons vers une distribu-
tion plus varie´e en termes de tailles de grains. Un nouveau mode`le est de´fini en pre-
nant X comme un mode`le Boole´en de sphe`res aux rayons distribue´s uniforme´ment.
Ceci signifie que la fraction volumique des sphe`res d’un rayon donne´ dans X est
e´gale a` celle des sphe`res d’un autre rayon. Ces rayons sont choisis entre deux valeurs
finies m et M . Nume´riquement, cette re´partition se traduit par un nombre k fini
(k = M − m + 1) de rayons possibles. L’intensite´ du processus de points associe´e
a` l’ensemble des sphe`res (pour tous les rayons) est note´e θX . La fraction volumique
ge´ne´re´e pour chacun des u rayons est note´e qu. Elle ve´rifie ∀u qu = (qX) 1k . L’intensite´
du processus de points associe´e est note´e θu, telle que
∑M
u=m θu = θX . L’ensemble
ale´atoire Y est pris comme un mode`le Boole´en de cylindres de rayon constant RY ,
de longueur LY et d’intensite´ θY . L’ensemble des six parame`tres de ce mode`le s’e´crit
P = (qu, m,M, θY , RY , LY ).
Validation
Nous explicitons des liens entre les parame`tres de P afin de re´duire la dimension
de l’espace des parame`tres pre´sents lors de la phase de calage. En effet, en utilisant
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Figure 6.7 – E´chantillon IST-29-i : (a) Covariances Ci(h), (b) E´rosions line´aires
Qi(ℓ) et (c) Granulome´tries Gi(h). Comparaison entre l’empreinte morphologique
des images MEB segmente´es (traits pleins) et de celle estime´e sur des coupes bi-
dimensionnelles du mode`le 3D Boole´en (parame`tres P optimise´s) de sphe`res aux
rayons uniforme´ment distribue´s et de cylindres aux tailles constantes (tirets). La
comparaison est effectue´e pour chacune des trois phases B (noir), G (bleu) et W
(rouge).
les Eqs. 6.9, 6.10 et 5.2 en h = 0 nous e´crivons :
qX = (qu)









= e−θY πLY R
2
Y , (6.23)
ou` qu = q
1
k
W repre´sente la fraction volumique occupe´e par les sphe`res de rayon u
donne´, et θu l’intensite´ du processus de points Poissonien associe´e. Les e´quations
Eqs. 5.6, 5.2, 6.9, 6.10 et 5.8 permettent de calculer les covariances des phases G˜ et
W˜ du mode`le selon :








1− 2qY + q2−kY (h;(RY ,LY ))Y
)
CW (h) (6.25)
Une microstructure optimale au sens de la covariance est obtenue pour qu =
0.8439, m = 13, M = 16, θY = 7.4754 10
−6, RY = 8 et LY = 130 pour l’e´chantillon
IST-29-i. La comparaison des empreintes morphologiques est donne´e Fig. 6.7, en
dehors du le´ger de´calage observe´ entre les covariances (uniquement duˆ a` un vo-
lume ge´ne´re´ trop faible entraˆınant une plus grande variabilite´ dans la fraction vo-
lumique des phases ge´ne´re´es), une diffe´rence notable est observe´e a` l’endroit des
granulome´tries qui sont foncie`rement diffe´rentes de celles estime´es sur le mate´riau.
Une coupe bidimensionnelle de la microstructure optimise´e est repre´sente´e Fig. 6.8b,
pour comparaison avec le mate´riau acquis par MEB Fig.6.8a. Le mode`le n’est pas
visuellement satisfaisant.
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(a) (b)
Figure 6.8 – (a) E´chantillon IST-29-i : Partie d’une image MEB segmente´e. (b)
Coupe bidimensionnelle du mode`le Boole´en optimise´ de sphe`res aux rayons uni-
forme´ment distribue´s et de cylindres de taille constante.
6.3.4 Mode`le Boole´en de sphe´ro-cylindres
De´finition
Nous avons constate´ que l’ensemble des mode`les Boole´ens propose´s sont vi-
suellement assez e´loigne´s du mate´riau. Deux principales raisons sont identifie´es, la
premie`re correspond a` l’aspect trop artificiel des sphe`res ge´ne´re´es dans le mode`le ; la
seconde correspond a` la pre´sence de cylindres a` base circulaire, qui, coupe´s par des
plans ale´atoirement choisis (pour la visualisation) laissent apparaˆıtre des frontie`res
line´aires non observe´es dans la microstructure. Pour les raisons cite´es pre´ce´demment,
nous testons la capacite´ d’un mode`le Boole´en de sphe´ro-cylindres a` re´pondre aux
proble´matiques expose´es. Ce mode`le est de´fini en prenant pourX et Y deux mode`les
Boole´ens a` grains primaires X ′ et Y ′ pris comme des sphe´ro-cylindres (sche´ma du
sphe´ro-cylindre Fig. 6.9) de rayons constants (RX et RY ) et de longueurs constantes
(LX et LY ). Les proble`mes d’e´chelle sont temporairement mis de coˆte´, l’objectif e´tant
d’obtenir des frontie`res re´gulie`res entre les phases. L’ensemble des six parame`tres de
ce mode`le s’e´crit P = (θX , RX , LX , θY , RY , LY ).
Figure 6.9 – Vue en coupe d’un grain primaire sphe´ro-cylindrique de rayon R et
de longueur L.
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Figure 6.10 – E´chantillon IST-29-i : (a) Covariances Ci(h), (b) E´rosions line´aires
Qi(ℓ) et (c) Granulome´tries Gi(h). Comparaison entre l’empreinte morphologique
des images MEB segmente´es (traits pleins) et de celle estime´e sur des coupes bi-
dimensionnelles du mode`le 3D Boole´en (parame`tres P optimise´s) de sphe`res aux
rayons uniforme´ment distribue´s et de cylindres aux tailles constantes (tirets). La
comparaison est effectue´e pour chacune des trois phases B (noir), G (bleu) et W
(rouge).
Validation
A` notre connaissance, aucune expression analytique n’est connue pour calculer
analytiquement le covariogramme d’un sphe´ro-cylindre. Nous sommes donc dans
la situation ou` l’optimisation fait intervenir une ge´ne´ration de mode`le (pour un
jeu de parame`tres P donne´) et ou` la fonction objectif lie´e a` cette optimisation est
calcule´e selon l’Eq. 6.12 a` partir de la covariance C˜i(h) directement estime´e sur
les re´alisations. Des volumes de taille 3843 voxels sont choisis afin d’obtenir une
erreur relative ǫfi ≈ 10% selon l’e´tude du VER Sec. 3.3.6. Le re´sultat de cette
optimisation donne acce`s a` une microstructure optimise´e au regard de la covariance
pour θX = 1.2057 10
−5, RX = 11, LX = 23, θY = 7.0672 10−6, RY = 8, LY = 143. La
comparaison des empreintes morphologiques est donne´e Fig. 6.10. Les granulome´tries
du mode`le sont encore une fois assez loin de reproduire celles du mate´riau. Une
coupe bidimensionnelle de la microstructure optimise´e est repre´sente´e Fig. 6.11b,
pour comparaison avec le mate´riau acquis par MEB Fig. 6.11a. Encore une fois, le
mode`le n’est pas visuellement satisfaisant.
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(a) (b)
Figure 6.11 – (a) E´chantillon IST-29-i : Partie d’une image MEB segmente´e. (b)
Coupe bidimensionnelle du mode`le Boole´en optimise´ de sphe´ro-cylindres de tailles
constantes.
6.4 Mode`le de Gaussiennes seuille´es
6.4.1 De´finition
Nous avons constate´ que les mode`les Boole´ens teste´s sont dans l’incapacite´ (du
point de vue de l’empreinte morphologique) de correctement repre´senter le mate´riau
e´tudie´. De plus, ils sont visuellement e´loigne´s du mate´riau segmente´. Des tentatives
d’enrichissement du mode`le ont e´te´ effectue´es afin d’ame´liorer ces deux points, sans
succe`s. L’enrichissement de ces mode`les est techniquement assez simple. Cependant,
elle complexifie drastiquement la phase de calage des parame`tres quand les expres-
sions analytiques viennent a` manquer et que le calage ne´cessite la ge´ne´ration de
microstructures. Ces constats nous ont amene´s a` conside´rer [1] les mode`les de Gaus-
siennes seuille´es de´finis en Sec. 5.2 pourX et Y . Les fonctions de covariances utilise´es
afin de calculer les fonctions de poids wX et wY sont de´finies selon les Eqs. 6.9 et 6.10.
Les contours des phases dans ce mode`le (repre´sente´ Fig. 6.13b) sont tre`s irre´guliers.
Ce phe´nome`ne a de´ja` e´te´ constate´ dans [22]. Il est lie´ a` la de´croissance de la cova-
riance en h = 0 avec une pente trop forte. Les auteurs arrivent a` re´gulariser les
contours en remplac¸ant les covariances estime´es sur le mate´riau par des covariances
mode´lise´es par une covariance analytique et stable de´finie par [29] et de´pendant de
deux parame`tres n (avec n ≤ 1) et c selon :
C(h) = f 2 + f(1− f)e−chn (6.26)
Il faut donc re´gulariser les covariances disponibles avec cette expression. Le re´sultat
est un e´chec. En effet, ce mode`le ne s’adapte pas aux covariances disponibles (non
pre´sente´) et aboutit a` une ge´ne´ration de mode`les sous-optimaux repre´sente´s Fig. 6.13c
ou` l’irre´gularite´ des contours reste pre´sente. Afin de pre´server une re´gularite´ de
contours, nous avons ajoute´ aux mode`les de Gaussiennes seuille´es classiques une
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Figure 6.12 – Fonctions de poids wX et wy pour l’e´chantillon IST-29-i. Chaque
fonction de poids est de´finie selon l’Eq 5.13 ou` ρX,Y est obtenu nume´riquement par
l’inversion de l’expression inte´grale Eq. 5.12.
e´tape de convolution de la fonction de poids par noyau K Gaussien centre´ et norme´ :
w′X,Y (x) = (wX,Y ∗ K) (x), (6.27)
ou` w′X,Y (x) repre´sente la fonction de poids re´gularise´e. Afin de ne pas alourdir le
texte, l’appellation mode`le de Gaussienne seuille´e est conserve´e dans la suite pour
parler du mode`le de Gaussienne seuille´e a` fonction de poids re´gularise´e. Aucune
confusion n’est possible dans la mesure ou la totalite´ des mode`les de type Gaus-
sienne seuille´e pre´sente´s dans la suite de ce manuscrit be´ne´ficient de cette e´tape de
re´gularisation.
6.4.2 Validation
Les deux ensembles ale´atoires X et Y sont ge´ne´re´s a` partir de Gaussiennes
seuille´es et ne ne´cessitent pas d’optimisation nume´rique. Les fractions volumiques
de chaque phase dans ce mode`le sont donne´es au Tab. 6.3 ainsi que les erreurs rela-
tives lie´es au calcul du VER (sur les mode`les). Les fractions volumiques du mode`le
sont tre`s proches de celles estime´es sur les images MEB. D’autres mesures mor-
phologiques concernant le mode`le de Gaussiennes seuille´es sont pre´sente´es Fig. 6.14
et Fig. 6.15. Elles sont compare´es avec celles des images segmente´es. Comme on
pouvait s’y attendre, les fonctions de covariance CW et CG directement utilise´es
dans la mode´lisation sont correctement retrouve´es. Une bonne correspondance est
observe´e entre les covariances CB (des images MEB) et C˜B (du mode`le), ainsi que
pour les e´rosions line´aires Qi(ℓ) et les granulome´tries Gi(h) des trois phases. Ce
re´sultat est remarquable puisque l’information lie´e aux e´rosions line´aires et aux gra-
nulome´tries n’a absolument pas e´te´ utilise´e dans la ge´ne´ration du mode`le. Pour cer-
tains e´chantillons (comme celui pre´sente´ Fig. 6.14), de le´ge`res diffe´rences entre les co-
variances CB et C˜B peuvent eˆtre observe´es. Ces le´ge`res diffe´rences apparaissent anec-
dotiquement pour les granulome´tries de quelques e´chantillons mais globalement le
mode`le propose´ reproduit de fac¸on assez fine les mesures estime´es sur les mate´riaux.
Une comparaison visuelle entre ce mode`le et la segmentation obtenue a` partir des
images MEB (Fig. 6.16) confirme la capacite´ du mode`le a` reproduire le mate´riau
dans l’entie`re complexite´ de sa microstructure, les deux images e´tant en effet assez
proches l’une de l’autre. Dans un souci de rigueur, les surfaces spe´cifiques estime´es
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Figure 6.13 – E´chantillon IST-29-i :(a) Coupe de l’image MEB segmente´e, (b)
Mode`le de Gaussiennes seuille´es, (c) Mode`le de Gaussiennes seuille´es utilisant la
fonction de Corson (Eq. 6.26) afin de re´gulariser les covariances (d) Mode`le de Gaus-
siennes seuille´es utilisant les fonctions de poids w′X,Y (x) re´gularise´es (Eq. 6.27). On
note que pour faciliter la comparaison visuelle, les trois images sont re´alise´es a` partir
des meˆmes re´alisations de bruit blanc UX,Y .
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E´chantillon f˜B ≈ fB f˜G ≈ fG f˜W ≈ fW
IST-14-i 0.65 ≈ 0.65 0.20 ≈ 0.20 0.15 ≈ 0.15
IST-14-s 0.69 ≈ 0.68 0.16 ≈ 0.17 0.15 ≈ 0.15
IST-15-i 0.71 ≈ 0.70 0.17 ≈ 0.17 0.12 ≈ 0.13
IST-15-s 0.62 ≈ 0.62 0.22 ≈ 0.22 0.15 ≈ 0.16
IST-24-i 0.68 ≈ 0.68 0.16 ≈ 0.16 0.16 ≈ 0.16
IST-24-s 0.62 ≈ 0.62 0.20 ≈ 0.20 0.18 ≈ 0.18
IST-25-i 0.65 ≈ 0.65 0.17 ≈ 0.17 0.18 ≈ 0.18
IST-25-s 0.64 ≈ 0.64 0.19 ≈ 0.19 0.17 ≈ 0.17
IST-28-i 0.62 ≈ 0.62 0.19 ≈ 0.19 0.18 ≈ 0.19
IST-28-s 0.59 ≈ 0.59 0.21 ≈ 0.21 0.20 ≈ 0.20
IST-29-i 0.69 ≈ 0.68 0.16 ≈ 0.16 0.15 ≈ 0.16
IST-29-s 0.61 ≈ 0.61 0.20 ≈ 0.20 0.19 ≈ 0.19
IST-32-i 0.62 ≈ 0.61 0.19 ≈ 0.20 0.19 ≈ 0.19
IST-32-s 0.59 ≈ 0.59 0.21 ≈ 0.21 0.20 ≈ 0.20
IST-33-i 0.67 ≈ 0.66 0.17 ≈ 0.17 0.16 ≈ 0.16
IST-33-s 0.62 ≈ 0.62 0.19 ≈ 0.19 0.19 ≈ 0.19
DLR-11-i 0.76 ≈ 0.76 0.13 ≈ 0.14 0.10 ≈ 0.11
DLR-11-s 0.78 ≈ 0.77 0.12 ≈ 0.13 0.09 ≈ 0.10
DLR-15-i 0.69 ≈ 0.68 0.17 ≈ 0.17 0.14 ≈ 0.15
DLR-15-s 0.62 ≈ 0.62 0.20 ≈ 0.20 0.18 ≈ 0.18
DLR-16-i 0.65 ≈ 0.66 0.18 ≈ 0.18 0.17 ≈ 0.17
DLR-16-s 0.62 ≈ 0.62 0.18 ≈ 0.18 0.19 ≈ 0.19
DLR-34-i 0.72 ≈ 0.72 0.14 ≈ 0.15 0.13 ≈ 0.13
DLR-34-s 0.67 ≈ 0.66 0.17 ≈ 0.17 0.16 ≈ 0.16
ARM-1000-i 0.42 ≈ 0.42 0.30 ≈ 0.31 0.27 ≈ 0.27
ARM-1000-s 0.40 ≈ 0.41 0.30 ≈ 0.30 0.29 ≈ 0.29
Table 6.3 – Pour chaque e´chantillon, fractions volumiques f˜i de chacune des
phases i estime´es a` partir de coupes bidimensionnelles du mode`le 3D de Gaussiennes
seuille´es et erreurs relatives ǫfi associe´es au VER de ces microstructures.
sur les images MEB sont aussi compare´es a` celles obtenues a` partir du mode`le
de Gaussiennes seuille´es. Les surfaces spe´cifiques (Tab. 6.4) sont correctement re-
trouve´es pour la majorite´ des couples de phases de l’ensemble des e´chantillons.
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Figure 6.14 – E´chantillon IST-14-s :(a) Covariances Ci(h), (b) E´rosions line´aires
Qi(ℓ) et (c) Granulome´tries Gi(h). Comparaison entre l’empreinte morphologique
des images MEB segmente´es (traits pleins) et de celle estime´e sur des coupes bidi-
mensionnelles du mode`le 3D (tirets) de Gaussiennes seuille´es aux fonctions de poids
re´gularise´es (Eq. 6.27). La comparaison est effectue´e pour chacune des trois phases
B (noir), G (bleu) et W (rouge).
(a) (b) (c)
Figure 6.15 – E´chantillon ARM-1000-i :(a) Covariances Ci(h), (b) E´rosions
line´aires Qi(ℓ) et (c) Granulome´tries Gi(h). Comparaison entre l’empreinte mor-
phologique des images MEB segmente´es (traits pleins) et de celle estime´e sur des
coupes bidimensionnelles du mode`le 3D (tirets) de Gaussiennes seuille´es aux fonc-
tions de poids re´gularise´es (Eq. 6.27). La comparaison est effectue´e pour chacune
des trois phases B (noir), G (bleu) et W (rouge).
88 6.4. MODE`LE DE GAUSSIENNES SEUILLE´ES
(a)
(b)
Figure 6.16 – E´chantillon IST-14-s :(a) Coupe de l’image MEB segmente´e, (b)
Coupe bidimensionnelle du mode`le 3D de Gaussiennes seuille´es correspondant. Le
mode`le est ge´ne´re´ a` partir des fonctions de poids re´gularise´es (Eq. 6.27).




Figure 6.17 – Coupe de l’image MEB segmente´e : (a)E´chantillon ARM-1000-
i, (c)E´chantillon DLR-34-i, (e)E´chantillon IST-32-s. Coupe bidimensionnelle du
mode`le 3D de Gaussiennes seuille´es correspondant (ge´ne´re´ a` partir des fonc-
tions de poids re´gularise´es) : (b)E´chantillon ARM-1000-i, (d)E´chantillon DLR-34-i,
(f)E´chantillon IST-32-s.
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E´chantillon S˜VGW ≈ SVGW S˜VWB ≈ SVWB S˜VGB ≈ SVGB
IST-14-i 1.356 ≈ 1.227 4.203 ≈ 4.681 7.905 ≈ 7.965
IST-14-s 1.021 ≈ 1.056 4.433 ≈ 4.876 6.990 ≈ 6.925
IST-15-i 0.960 ≈ 1.040 3.735 ≈ 4.223 5.463 ≈ 7.344
IST-15-s 1.422 ≈ 1.469 3.909 ≈ 4.804 6.342 ≈ 8.425
IST-24-i 1.101 ≈ 1.087 4.564 ≈ 4.322 5.806 ≈ 6.102
IST-24-s 1.414 ≈ 1.416 4.469 ≈ 4.737 6.750 ≈ 6.989
IST-25-i 1.360 ≈ 1.179 4.986 ≈ 5.239 6.574 ≈ 7.149
IST-25-s 1.457 ≈ 1.227 4.829 ≈ 5.314 7.102 ≈ 7.776
IST-28-i 1.590 ≈ 1.197 4.954 ≈ 5.454 6.891 ≈ 7.408
IST-28-s 1.835 ≈ 1.417 5.049 ≈ 8.195 7.298 ≈ 10.551
IST-29-i 1.129 ≈ 0.901 4.725 ≈ 5.105 6.260 ≈ 6.802
IST-29-s 1.704 ≈ 1.328 4.992 ≈ 5.609 7.270 ≈ 7.894
IST-32-i 1.432 ≈ 1.466 4.377 ≈ 4.082 5.315 ≈ 5.372
IST-32-s 1.593 ≈ 1.775 4.316 ≈ 4.139 5.644 ≈ 5.886
IST-33-i 0.991 ≈ 1.141 3.935 ≈ 3.881 5.361 ≈ 5.106
IST-33-s 1.311 ≈ 1.378 4.331 ≈ 4.142 5.623 ≈ 5.218
DLR-11-i 0.564 ≈ 1.418 3.001 ≈ 2.254 4.992 ≈ 4.689
DLR-11-s 0.539 ≈ 1.212 2.807 ≈ 2.318 4.686 ≈ 4.556
DLR-15-i 0.934 ≈ 1.794 3.772 ≈ 3.471 5.568 ≈ 4.839
DLR-15-s 1.262 ≈ 2.223 4.127 ≈ 3.735 5.902 ≈ 4.758
DLR-16-i 0.977 ≈ 1.736 3.882 ≈ 3.595 5.187 ≈ 4.918
DLR-16-s 1.225 ≈ 2.052 4.201 ≈ 4.179 5.266 ≈ 4.773
DLR-34-i 0.709 ≈ 1.069 3.638 ≈ 3.551 5.047 ≈ 4.695
DLR-34-s 1.049 ≈ 1.155 4.017 ≈ 4.223 5.400 ≈ 5.202
ARM-1000-i 3.849 ≈ 3.964 5.280 ≈ 5.784 7.898 ≈ 8.002
ARM-1000-s 4.061 ≈ 4.590 5.458 ≈ 5.774 7.670 ≈ 7.185
Table 6.4 – Surfaces spe´cifiques S˜Vij entre deux phases i 6= j estime´es selon l’Eq. 2.8
sur des coupes bidimensionnelles du mode`le 3D de Gaussiennes seuille´es pour chaque
e´chantillon. Ces surfaces spe´cifiques sont compare´es a` celles (SVij ) estime´es sur la
segmentation obtenue des images MEB du mate´riau. Cases grise´es : Surestimation
de la surface spe´cifique par le mode`le en gris clair. Sous-estimation de la surface
spe´cifique par le mode`le en gris sombre.
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6.5 Conclusions
Nous repartons de la caracte´risation des microstructures d’anodes qui fait l’objet
du Chapitre 3. Cette caracte´risation sert de fil conducteur au de´veloppement de
mode`les ale´atoires ayant pour objet de reproduire la microstructure du mate´riau
autant d’un point de vue visuel que d’un point de vue quantitatif.
Dans ce chapitre, l’e´tude de la structure statistique de ce mate´riau a` trois phases
fait l’objet d’un premier temps. Les covariances croise´es permettent de de´terminer
quantitativement que le mate´riau est structure´ d’une fac¸on particulie`re. En effet,
il est possible de conside´rer ce mate´riau comme le re´sultat d’une combinaison en-
sembliste de deux ensembles ale´atoires inde´pendants. Il s’agit alors de de´terminer
la meilleure des six configurations permettant de mode´liser ce mate´riau, en partant
de deux mode`les ale´atoires inde´pendants. Cette configuration a e´te´ de´termine´e et
valide´e sur l’ensemble des 26 e´chantillons disponibles.
Nous recherchons dans un second temps les deux ensembles ale´atoires suscep-
tibles de repre´senter ce mate´riau. Tout d’abord, nous e´tudions les e´rosions line´aires
estime´es sur le mate´riau. Leur de´croissance exponentielle indique l’existence possible
de mode`les Boole´ens a` grains primaires convexes susceptibles de repre´senter chacun
des deux ensembles ale´atoires ne´cessaires a` la mode´lisation du mate´riau. La distribu-
tion en taille et la forme du grain restant inconnues, un certain nombre de mode`les
Boole´ens est examine´. Cette piste est finalement abandonne´e pour deux raisons :
(i)Les mode`les Boole´ens examine´s sont incapables de reproduire l’empreinte mor-
phologique estime´e sur le mate´riau et sont visuellement (qualitativement) e´loigne´s
de ce dernier. (ii)L’enrichissement des mode`les Boole´ens, certes simple, complexifie
conside´rablement l’e´tape de calage des parame`tres e´tant donne´ la disparition (ou
complexification selon les cas) des expressions analytiques lie´es aux proprie´te´s des
mode`les enrichis. Ces mode`les pourraient ne´anmoins servir de te´moins lors de l’e´tude
des proprie´te´s de transport.
Suite a` cet e´chec, nous de´cidons de nous tourner vers le mode`le a-parame´trique
de Gaussiennes seuille´es. Une le´ge`re modification, par rapport a` sa version originale,
permet de re´gulariser les surfaces des ensembles obtenus. Ce mode`le est utilise´ pour
ge´ne´rer les deux ensembles ale´atoires pre´ce´demment de´finis. Avec l’unique donne´e
des covariances de deux phases du mate´riau, on obtient un mode`le optimal au regard
de la covariance. Ce mode`le est visuellement satisfaisant d’un point de vue qualita-
tif. L’empreinte morphologique (telle que nous l’avons de´finie) associe´e au mode`le
est en accord avec celle estime´e sur les mate´riaux (pour plus de la moitie´ des 26
e´chantillons e´tudie´s). Ceci est un fait remarquable puisque seules les fonctions de
covariance sont utilise´es pour ge´ne´rer ce mode`le. Nous conservons donc ce mode`le
pour repre´senter en 3D les microstructures d’anodes et e´tudions leurs proprie´te´s de
transport (e´lectronique, ionique, fluide) au Chapitre 11 graˆce aux outils nume´riques
de´veloppe´s au Chapitre 9. Enfin, dans le Chapitre 12, une parame´trisation de ce




Mode`les de collecteur de courant
Le collecteur de courant a e´te´ caracte´rise´ dans le Chapitre 4. Nous reprenons
cette caracte´risation afin de proposer une mode´lisation a` l’e´chelle de la mousse
dans un premier temps et a` l’e´chelle de la ce´ramique dans un second temps. Cette
mode´lisation est propose´e avec en perspective deux finalite´s, d’une part la pre´diction
de la conductivite´ e´lectronique de ce collecteur, d’autre part l’optimisation de cette
proprie´te´ au regard de la microstructure a` l’e´chelle de la mousse ainsi qu’a` l’e´chelle
de la ce´ramique.
7.1 Mode`le a` l’e´chelle de la mousse : Mode`le Boole´en
a` coques re´gularise´es
7.1.1 De´finition
Le mate´riau illustre´ Fig. 4.2 pre´sente de fortes singularite´s aux frontie`res de sa
phase poreuse (en noir sur Fig. 4.2). La phase poreuse est elle meˆme ge´ne´ralement en-
robe´e par la mousse me´tallique de NiCrAl (en blanc sur Fig. 4.2) en raison du proce´de´
de fabrication. Ladite mousse pre´sente un aspect plutoˆt re´gulier a` ses frontie`res. En-
fin, la phase ce´ramique (en gris sur Fig. 4.2) est pre´sente en tre`s grande partie
(Tab. 4.3) et l’e´rosion line´aire associe´e a` cette phase ce´ramique pre´sente un com-
portement line´aire (Fig. 4.12). Ce re´sultat est compatible avec la mode´lisation de
cette phase par un mode`le Boole´en a` grains primaires convexes (voir Sec. 5.1). Nous
utilisons le mode`le de´fini dans [72] en partant de deux mode`les Boole´ens afin de
mode´liser les trois phases du mate´riau. Le premier mode`le X est construit a` partir
d’un grain primaire X ′ sphe´rique de rayon constant RX implante´ sur le processus
de points Poissonien PX d’intensite´ θX (voir Fig. 7.1). Le second mode`le note´ Y est
obtenu a` partir d’un grain primaire Y ′ implante´ sur le processus de points Poissonien
PY d’intensite´ θY . Ce grain primaire est obtenu comme Y
′ = X ′ ∪ (Y ′′ ∩ (X ′)c) ou`
Y ′′ est une sphe`re de rayon RY > RX et de meˆme centre. Les trois phases du mode`le
(B˜0,G˜0,W˜0) sont obtenues comme de´crit dans [72] selon :
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Figure 7.1 – Repre´sentation sche´matique des deux grains primaires X ′ (droite) et
Y ′ (gauche) ou` X ′ apparaˆıt en gris sombre et Y ′′ en gris clair.
Le mode`le de´fini par [72] et rappele´ ci-dessus est illustre´ Fig. 7.2a. Nous y retrouvons
les singularite´s observe´es aux frontie`res de la phase B. En revanche la phase W˜0
ge´ne´re´e par les coques de Y ′ n’est visuellement pas satisfaisante pour la mode´lisation
de W . En effet, la frontie`re entre les phases W et G est beaucoup plus re´gulie`re sur
les images. Afin de palier ce proble`me, tout en conservant l’aspect obtenu pour B˜0,
nous le modifions en appliquant les ope´rations suivantes :
B˜ = B˜0 (7.2)










ou` ∗ repre´sente le produit de convolution, G(σ) un noyau gaussien centre´ de variance
σ2 et λ un re´el de´fini tel que les fractions volumiques de W˜ et de W˜0 ve´rifient
f˜W = f˜W0. Le mode`le a` trois phases final (B˜,G˜,W˜ ) de´fini ci-dessus est illustre´
Fig. 7.2b. L’ensemble des 5 parame`tres de ce mode`le s’e´crit P = (θX , RX , θY , RY , σ).
Dans la suite, nous ferons re´fe´rence a` ce mode`le comme le mode`le Boole´en a` coques
re´gularise´es.
7.1.2 Validation
Ce mode`le fait intervenir des mode`les Boole´ens aux grains primaires assez rudi-
mentaires dans un premier temps. Tout d’abord, l’e´tape de re´gularisation modifie les
mode`les obtenus mais conserve les fractions volumiques inchange´es. Nous allons donc
pouvoir effectuer une optimisation se´pare´e de l’ensemble P des parame`tres. Dans




π(θXR3X+θY R3Y ) (7.5)






Les Eqs. 7.5 et 7.6 relient les fractions volumiques du mate´riau avec les intensite´s
des processus de points pour RX et RY fixe´s ce qui permet de re´duire l’espace des
parame`tres P a` caler en lui retirant deux dimensions. La covariance CB˜0(h) est




π(R3XθX(2−kX(h;RX))+R3Y θY (2−kY (h;RY ))) (7.7)
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(a) (b)
Figure 7.2 – (a) Coupe bidimensionnelle d’une re´alisation du mode`le 3D de´fini
Eq. 7.1. (b) Coupe bidimensionnelle d’une re´alisation du mode`le Boole´en a` coques
re´gularise´es. En noir la phase poreuse B, en gris la phase ce´ramique G et en blanc
la mousse W . Les deux mode`les sont ge´ne´re´s a` partir du meˆme processus de points
de Poisson afin de faciliter la comparaison visuelle. Les parame`tres de ces mode`les
sont θX = 2.13× 10−5, θY = 2.02× 10−5, RX = 20 voxels, RY = 30 voxels et, pour
(b), σ = 5 voxels.
L’utilisation de la pente a` l’origine de cette dernie`re pourrait eˆtre utilise´e pour ob-
tenir une relation supple´mentaire permettant de re´duire d’encore une dimension
l’espace des parame`tres P a` caler. Cependant en raison de la faible repre´sentativite´
de la phase B au sein du mate´riau (voir troisie`me colonne du Tab.4.9) nous n’utili-
sons pas cette relation.
Le calage est effectue´ nume´riquement en utilisant l’algorithme [131] afin de
de´terminer l’ensemble des parame`tres (RX , RY , σ). La fonction objectif associe´e a`
cet algorithme est construite en calculant l’erreur quadratique entre la covariance
CW (h) de la phase W estime´e sur le mate´riau et C˜W (h) estime´e sur une re´alisation
de taille 512× 512× 512 voxels du mode`le Boole´en a` coques re´gularise´es. La mini-
misation de cette fonction objectif permet d’obtenir une microstructure optimise´e
pre´sente´e Fig. 7.3, le jeu de parame`tres P optimaux associe´s a` cette microstructure
s’e´crit θX = 7.43×10−7, θY = 1.1×10−5, RX = 31 voxels, RY = 12 voxels et σ = 17
voxels.
La validation est effectue´e en comparant l’empreinte morphologique estime´e sur
le mate´riau segmente´ et celle estime´e sur le mode`le optimise´. Les fractions volu-
miques sont compare´es au Tab. 7.1. On y retrouve un bon accord entre les fractions
volumiques estime´es sur le mate´riau et celles obtenues sur le mode`le. Une compa-
raison d’ordre supe´rieure est donne´e Fig. 7.4 entre les covariances, les covariances
croise´es, les e´rosions line´aires ainsi que les granulome´tries estime´es sur (ou entre)
les phases du mate´riau segmente´ et sur (ou entre) les phases du mode`le. Les cova-
riances du mode`le (en tirets Fig. 7.4a) sont en accord avec celles du mate´riau (en
traits pleins Fig. 7.4a). Les covariances croise´es entre les phases du mode`le (en ti-
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(a) (b)
Figure 7.3 – E´chantillon SF-LST-1 : (a) Image MEB originale de 646 × 846 µm.
(b) Coupe bidimensionnelle (646× 846 µm) d’une re´alisation du mode`le Boole´en a`
coques re´gularise´es, optimise´ pour cette e´chantillon.
E´chantillon f˜B ≈ fB f˜G ≈ fG f˜W ≈ fW
SF-LST-1 0.02 ≈ 0.02 0.78 ≈ 0.77 0.20 ≈ 0.21
DF-LST-1 0.03 ≈ 0.03 0.73 ≈ 0.72 0.24 ≈ 0.24
Table 7.1 – Pour chaque e´chantillon : Fraction volumique f˜i de la phase i estime´e
sur le mode`le Boole´en a` coques re´gularise´es, dont les parame`tres sont optimise´s pour
l’e´chantillon. Cette fraction volumique est compare´e a` fi, la fraction volumique de
la phase i estime´e sur le mate´riau segmente´.
rets Fig. 7.4b) restent elles aussi en accord avec celles du mate´riau (en traits pleins
Fig. 7.4b) meˆme si des diffe´rences notables sont observe´es entre CGW et C˜GW . Une
diffe´rence plus importante est observe´e entre les courbes d’e´rosions line´aires et les
granulome´tries estime´es sur le mate´riau et sur le mode`le.
Le choix qui est fait lors de l’optimisation quand a` l’utilisation de la covariance
de la phase W (uniquement) est motive´ par la faible repre´sentativite´ de la phase
poreuse B (voir ǫB au Tab.4.9) au sein du mate´riau, rendant son utilisation dif-
ficile lors du calage. De plus, ce mode`le est construit avec en teˆte l’objectif de
pre´dire puis d’ame´liorer les proprie´te´s de conductivite´ e´lectronique du collecteur
de courant. Cette proprie´te´ de transport a exclusivement lieu au sein de la phase
ce´ramique. La bonne connectivite´ de la phase ce´ramique ne fait donc aucun doute
puisqu’elle constitue ≈ 70% du mate´riau. La conductivite´ e´lectronique effective de
la phase ce´ramique est une proprie´te´ qui va donc primer pour estimer la proprie´te´ de
transport d’e´lectrons au sein du collecteur, et ce, devant la morphologie des isolants
rencontre´s (pores et mousse de NiCrAl enrobe´e par une couche isolante d’alumine).
En conse´quence de quoi, un mode`le en premie`re approximation de cette morpholo-
gie semble donc suffisant pour e´tudier la conductivite´ e´lectronique du collecteur de
courant.








































































Figure 7.4 – Mesures de covariances (a), de covariances croise´es (b), d’e´rosions
line´aires (c) et de granulome´tries (d). Ces mesures sont estime´es sur le mate´riau
re´el (traits pleins) et compare´es a` celles estime´es sur le mode`le Boole´en a` coques
re´gularise´es (tirets). Les mesures pre´ce´dentes sont donne´es pour chacune des phases,
pre´cise´es en le´gende des graphiques. Le graphique (c) est pre´sente´ en e´chelle lin-log et
le graphique (d) est pre´sente´ en e´chelle log-lin. Les re´sultats pre´sente´s ici concernent
l’e´chantillon SF-LST-1.
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7.1.3 Limites du mode`le et ame´liorations
Pour commencer, le mode`le ne prend pas en compte l’aspect fracture´ du mate´riau
duˆ a` la lamination effectue´e lors du processus de fabrication. En conse´quence, les
pores appartenant aux fractures n’e´tant pas diffe´rencie´s des vrais pores lors de la seg-
mentation, ils biaisent les fractions volumiques estime´es. L’ame´lioration du proce´de´
de segmentation afin d’extraire ces fractures (la caracte´risation de ces dernie`res e´tant
e´videmment un pre´requis a` cette segmentation) permettrait d’ame´liorer ce proble`me.
Nous apercevons Fig. 7.3a des structures en forme de disques au sein de la phase
W (mousse de NiCrAl) qui ne sont pas anecdotiques puisqu’on les retrouve abon-
damment sur l’ensemble des e´chantillons. Si leur fraction volumique est certes prise
en compte lors de la segmentation, la pre´sence de ces structures a un impact sur
la re´partition spatiale des pixels assigne´s a` la phase W . Ces structures en forme de
disque sont parfois isole´es ou bien directement accole´es aux structures plus chao-
tiques de la mousse. Nous ne les prenons pas en compte dans notre mode`le. Il
faudrait, pour ce faire, les extraire se´pare´ment lors de la segmentation afin d’e´tudier
leur re´partition spatiale ainsi que leur distribution en taille. Ceci permettrait d’ajou-
ter (dans le mode`le Boole´en a` coques re´gularise´es 3D pre´sente´ Fig. 7.3b) un mode`le
Boole´en de sphe`res dont le processus de points (visiblement non homoge`ne) serait
capable de reproduire ces formes ge´ome´triques.
7.2 Mode`le a` l’e´chelle de la ce´ramique : Mode`le
de Gaussienne seuille´e
7.2.1 De´finition
Le mate´riau auquel nous nous inte´ressons est illustre´ Fig. 4.5f. Une image bi-
naire, visuellement auto-duale et statistiquement proche de l’eˆtre est observe´e. Les
frontie`res entre les deux phases sont relativement re´gulie`res. Ce mate´riau rappelle
en fin de compte la phase solide du mate´riau anodique. Ce constat n’est pas un fait
du hasard. En effet, les deux mate´riaux sont similaires si l’on fait abstraction du
GCO. Nous nous orientons donc vers le mode`le de Gaussienne seuille´e de´fini Sec. 5.2
auquel est ajoute´ (comme pour les anodes) l’e´tape de re´gularisation de l’Eq. 6.27
afin d’obtenir des contours re´guliers.
7.2.2 Validation
Ce mode`le e´tant direct, il ne ne´cessite pas a` vrai dire d’e´tape de calage de pa-
rame`tres. Nous parlons, par abus de langage, de calage pour de´finir l’e´tape permet-
tant de spe´cifier un mode`le tout a` fait ge´ne´rique a` un e´chantillon donne´. Dans notre
cas, cette e´tape est obtenue par le calcul de la fonction de poids w(h) (Eq. 5.13).
Ou` ρ(h) est obtenu a` partir de la covariance CW (h) estime´e sur le mate´riau par
inversion de l’Eq. 5.12. Une fois calcule´e, la fonction de poids est re´gularise´e selon
l’Eq. 6.27. Le re´sultat final de la ge´ne´ration du mode`le de Gaussienne seuille´e as-
socie´ a` l’e´chantillon LST-1 est pre´sente´ Fig. 7.5. Nous faisons re´fe´rence a` la Sec. 6.4
pour plus de de´tails pratiques concernant la ge´ne´ration d’un mode`le de Gaussienne
seuille´e.
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Figure 7.5 – E´chantillon LST-1 : (a) Image MEB segmente´e de taille 883 × 1024
µm. (b) Coupe bidimensionnelle (883 × 1024 µm) d’une re´alisation du mode`le de
Gaussienne seuille´e optimise´ pour cet e´chantillon.
E´chantillon f˜B ≈ fB f˜W ≈ fW
LST-1 0.51 ≈ 0.51 0.49 ≈ 0.49
LST-2 0.50 ≈ 0.50 0.50 ≈ 0.50
Table 7.2 – Pour chaque e´chantillon : Fraction volumique f˜i de la phase i es-
time´e sur le mode`le de Gaussienne seuille´e, dont les parame`tres sont optimise´ pour
l’e´chantillon. Cette fraction volumique est compare´e a` fi, la fraction volumique de
la phase i estime´e sur le mate´riau segmente´.
Une validation de ce mode`le est obtenue a` l’ordre 0 graˆce aux fractions volu-
miques parfaitement reproduites par le mode`le (Tab.7.2). La covariance est elle aussi
retrouve´e dans le mode`le (Fig. 7.6a). Ce re´sultat est en fait sans surprise puisque
cette covariance est utilise´e dans le calage du mode`le. Le re´sultat le plus surpre-
nant est la tre`s bonne concordance des granulome´tries des deux phases, toutes deux
estime´es sur les images segmente´es (traits pleins Fig. 7.6c) et compare´es a` leurs ho-
mologues estime´es sur le mode`le (pointille´s Fig. 7.6c). En effet, cette mesure n’est
pas utilise´e lors de la ge´ne´ration du mode`le mais se trouve tre`s bien reproduite par ce
dernier. L’e´rosion line´aire est quant a` elle moins bien retrouve´e (Fig. 7.6b) puisque
l’on observe de`s h = 0.2 µm un e´cart entre la courbe estime´e sur le mate´riau et celle
estime´e sur le mode`le.
Ce mode`le est donc satisfaisant d’un point de vue visuel et d’un point de vue
morphologique.
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Figure 7.6 – Mesures de covariances (a), d’e´rosions line´aire (b) et de granulome´tries
(c). Ces mesures sont estime´es sur le mate´riau re´el (traits pleins) et compare´es a` celles
estime´es sur le mode`le de Gaussienne seuille´e (tirets). Les mesures pre´ce´dentes sont
donne´es pour chacune des phases, pre´cise´es en le´gende des graphiques. Le graphique
(b) est pre´sente´ en e´chelle lin-log et le graphique (c) est pre´sente´ en e´chelle log-lin.
Les re´sultats pre´sente´s ici concernent l’e´chantillon LST-1.
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7.3 Conclusions et perspectives
Dans ce chapitre, une mode´lisation de la morphologie du collecteur de courant
du projet Evolve est propose´e. Ce mate´riau pre´sente deux e´chelles distinctes qui
sont foncie`rement diffe´rentes du point de vue de leur morphologie. Au de´part de
la mode´lisation, des images segmente´es de ce mate´riau ainsi que des empreintes
morphologiques estime´es sur les mate´riaux segmente´s sont disponibles (Chapitre 4).
A` l’e´chelle de la mousse, nous sommes en pre´sence d’un mate´riau a` trois phases
extreˆmement complexe du point de vue de sa morphologie et en particulier pour
la mousse. Les e´rosions line´aires pre´sentent un comportement compatible avec la
mode´lisation de la phase solide par un mode`le Boole´en a` grain primaire convexe.
C’est ce qui est propose´ avec le mode`le Boole´en a` coques re´gularise´es. Ce mode`le est
base´ sur des mode`les Boole´ens de sphe`res astucieusement combine´s. Nous ajoutons
a` cette combinaison une e´tape de re´gularisation permettant de conserver la nature
singulie`re de la phase poreuse tout en lissant les contours entre la mousse (NiCrAl)
et la phase ce´ramique (LST-Pores). Ce mode`le dispose d’un nombre relativement
faible de parame`tres et permet de mode´liser en premie`re approximation le mate´riau
a` l’e´chelle de la mousse.
A` l’e´chelle de la ce´ramique, la proble´matique est beaucoup plus simple. Tout
d’abord, il s’agit d’un mate´riau binaire. De plus, la microstructure observe´e res-
semble assez fortement aux microstructures d’anodes pre´ce´demment e´tudie´es (Cha-
pitre 3) au nombre de phases pre`s. Le mode`le de Gaussienne seuille´e a` fonction de
poids re´gularise´e de´ja` utilise´ pour les anodes en Sec. 6.4 est re´utilise´ ici. Ce mode`le
a-parame´trique est valide´ a` l’e´chelle de la ce´ramique autant d’un point de vue visuel
que du point de vue de l’empreinte morphologique.
Un mode`le ale´atoire du collecteur de courant a e´te´ de´veloppe´ a` chacune de ses
e´chelles caracte´ristiques. Ces mode`les devront eˆtre utilise´s afin de pre´dire les pro-
prie´te´s de transport lie´es au collecteur (comme pour les anodes au Chapitre 11). Ceci
ne´cessitera l’homoge´ne´isation des proprie´te´s du collecteur a` l’e´chelle de la ce´ramique.
Le re´sultat pourra alors eˆtre utilise´ a` l’e´chelle de la mousse afin d’en calculer les pro-
prie´te´s de transport. Dans un second temps, il sera possible de de´terminer une mi-
crostructure virtuelle optimale, du point de vue des proprie´te´s de transport (comme
pour les anodes au Chapitre 12).
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Quatrie`me partie





Homoge´ne´isation et physique des milieux
ale´atoires
8.1 Conductivite´ e´lectronique et ionique en re´gime
line´aire
8.1.1 Formulation du proble`me physique
Dans cette partie, nous formulons le proble`me physique lie´ au calcul de la conduc-
tivite´ d’un milieu ale´atoire. En dehors de la nature physique des e´le´ments trans-
porte´s, ce proble`me est identique que l’on s’inte´resse a` la conductivite´ e´lectronique
ou a` la conductivite´ ionique, du point de vue de sa formulation. Dans la suite, nous
conside´rerons le proble`me en conductivite´ e´lectronique. Le champ e´lectrique Ei(x)
[V ·m−1] et la densite´ de courant Ji(x) [A ·m−2] (i = 1, ..., d), sont conside´re´s ici
comme limite´s dans un domaine cubique Ω = [−L/2, L/2]d de coˆte´ L et de dimension
d = 2 ou d = 3. Ces champs ve´rifient (chapitre 2 de [118]) :
∂iJi(x) = 0, Ei(x) = −∂iΦ(x), Ji(x) = σij(x)Ej(x), (8.1)
ou` Φ(x) est le potentiel e´lectrique et σ(x) le tenseur de conductivite´ locale de la
phase du mate´riau au point x. Ci-apre`s, pour des raisons de simplicite´, tous les
milieux sont conside´re´s comme localement line´aires et isotropes. Nous pouvons donc
e´crire σij(x) = σ(x)δij(x), avec σ(x) un champ scalaire. Seuls des milieux binaires
pe´riodiques seront conside´re´s dans la suite. Au sein de ces milieux les inclusions sont
de conductivite´ variable σ2, et nous prendrons par convention σ1=1 dans la matrice.
Les areˆtes de Ω dont aligne´es avec le repe`re Carte´sien d’axes orthonorme´s (ei)1≤i≤d.
Nous de´finissons des conditions aux bords pe´riodiques sous la forme :
J(x) · n −#, Φ(x+ Lei) ≡ Φ(x)− EiL, x, x + Lei ∈ ∂Ω, (8.2)
ou` −# de´note l’anti-pe´riodicite´, n la normale sortante le long de la frontie`re ∂Ω
de Ω et E le champ e´lectrique impose´ macroscopiquement. Ces conditions assurent
au courant et au champ e´lectrique de ve´rifier l’Eq 8.1 le long de la frontie`re ∂Ω du
milieu pe´riodique. On note que E repre´sente le champ e´lectrique macroscopique tel
que 〈Ei(x)〉 = Ei, ou` 〈·〉 repre´sente la moyenne sur le volume Ω. La conductivite´
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8.1.2 Bornes et estimateurs analytiques en conductivite´
La conductivite´ effective des milieux he´te´roge`nes est encadre´e par des bornes
the´oriques. Plus on dispose d’informations sur la microstructure, plus ces bornes
sont restrictives. Les bornes supe´rieures et infe´rieures de Wiener, i.e. les moyennes
ge´ome´triques et arithme´tiques des proprie´te´s des constituants, s’appliquent a` tout
mate´riau bi-phasique a` concentration volumique de l’une des deux phases donne´es.
Si l’on fait l’hypothe`se d’une re´partition isotrope des phases, les bornes de Hashin &
Shtrikman [59] s’appliquent et la conductivite´ effective σ ve´rifie en trois dimensions :
σ ≤ 2σ0f
3− f , (8.4)
ou` σ0 repre´sente la conductivite´ locale de la phase conductrice, pre´sente a` fraction
volumique p dans le milieu he´te´roge`ne. Les bornes d’ordre 3 [10] prennent en compte
des informations supple´mentaires sur la morphologie. Les bornes de Wiener, Hashin
& Shtrikman et d’ordre 3 sont exactes respectivement au premier, second et troisie`me
ordre en contraste. Elles sont ne´anmoins peu utiles dans le cas de contraste e´leve´
entre les phases, les bornes infe´rieures et supe´rieures e´tant tre`s e´loigne´es l’une de
l’autre.
L’approximation auto-cohe´rente [23, 118] quant a` elle n’est pas une borne. Conside´rons
un milieu bi-phase´ de conductivite´ locale σa et σb. On suppose que la conductivite´
du me´lange est σc que l’on cherche a` estimer. On se´pare dans un premier temps les
particules de chaque phase que l’on inse`re dans un constituant homoge`ne de pro-
prie´te´ σc. En supposant que les particules sont tre`s e´loigne´es l’une de l’autre, on peut
calculer les proprie´te´s de ce me´lange de particules bien se´pare´es. En supposant que
les proprie´te´s sont inchange´es par cette ope´ration, on obtient une condition sur σc,
milieu dit cohe´rent de l’approximation auto-cohe´rente [117]. Par ailleurs, on peut si-
gnaler l’existence de solutions exactes pour certaines microstructures particulie`res :
(i) La microstructure 2D auto-duale biphase´e a` phases syme´triques [118, 106] (ii)
La microstructure pe´riodique quadri-phase´e a` motifs rectangulaires (e´chiquier) [32]
(iii) La microstructure triphase´e a` motifs triangulaires [33].
8.2 Perme´abilite´ de Stokes dans le re´gime station-
naire
8.2.1 Formulation du proble`me physique
Nous conside´rons un domaine Ω cubique Ω[−L/2;L/2]3 de coˆte´ L constitue´ d’une
phase poreuse (P ) et d’une phase solide (S). Nous notons f = |P |/|Ω| la fraction
volumique de pores et 1− f = |S|/|Ω| la fraction volumique de la phase solide. Les
areˆtes de Ω sont aligne´es avec les axes ek (k = 1, 2, 3) d’un syste`me de coordonne´es
carte´siennes. Nous nous inte´ressons a` l’e´tude du re´gime permanent de l’e´coulement
d’un fluide incompressible newtonien dans la phase poreuse. Le vecteur vitesse est en
tout point x note´ u(x). Il est de´fini dans la phase poreuse ou` il obe´it aux e´quations
de Stokes :
µ∆ui(x) = ∂ip(x), ∂iui(x) = 0 (x ∈ P ), (8.5)
ou` µ est la viscosite´ du fluide, mesure´e en Pa·s, p(x) est le champ de pression en x,
mesure´ en Pa et ∆ est l’ope´rateur Laplacien. A l’interface pore-solide ∂S, le fluide
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satisfait la loi de non-glissement aux interfaces :
u(x) = 0 (x ∈ ∂S). (8.6)
Par convention, le domaine de de´finition du fluide est e´tendu a` la phase solide
comme :
u = 0 (x ∈ S). (8.7)
Le long de la frontie`re du domaine ∂Ω∩P , des conditions pe´riodiques sont applique´es
au champ de vitesse :
u(x± ekL) ≡ u(x). (8.8)
Un gradient macroscopique de pression d’intensite´ δP est applique´ selon la direction
E :
〈∂ip(x)〉 = δPEi, |E| = 1, (8.9)
ou` 〈·〉 repre´sente la moyenne sur le domaine Ω. Les conditions aux bords pour le
champ de pression spe´cifient [42] que ses fluctuations p∗ sont pe´riodiques :
p∗(x) = p(x)− δP (x ·E) = p∗(x± Lek). (8.10)
Le tenseur de perme´abilite´ κij , mesure´ en m
2, est de´fini a` l’e´chelle macroscopique






La perme´abilite´ est inde´pendante de la viscosite´ du fluide.
8.2.2 Bornes et estimateurs analytiques en perme´abilite´
La perme´abilite´ est analytiquement connue pour certains milieux, en l’occurrence
nous disposons, par exemple, de la solution de Poiseuille [139] pour l’e´coulement d’un
fluide au sein d’un cylindre et d’une extension a` des bases de cylindres varie´es [124].
Dans le cas de milieux plus complexes, par exemple, pour un milieu Boole´en de
sphe`res, une borne supe´rieure est donne´e par [36] pour l’ensemble des valeurs de
porosite´s. Cette expression fait apparaˆıtre des covariances surfaciques dont l’estima-
tion nume´rique est rendue possible par [152]. Le milieu Boole´en de sphe`res (fluide
s’e´coulant dans les sphe`res ou bien fluide s’e´coulant en dehors) est un milieu de
re´fe´rence souvent utilise´ en perme´abilite´. Nous pouvons, par exemple, citer les tra-
vaux de [183, 103]. De plus, nous disposons de la relation empirique de Carman &
Kozeny [24, 88] liant la perme´abilite´ a` une porosite´ via une constante empirique.
Cette relation est incontournable dans l’estimation de la perme´abilite´. Cependant,
[185] montre que la validite´ de l’estimateur de Carman & Kozeny de´croit avec la
complexite´ des microstructures conside´re´es. En effet, la simple donne´e de la po-
rosite´ et de la surface spe´cifique ne suffit pas a` de´crire un phe´nome`ne complexe
d’e´coulement. Des variantes de cette expression sont propose´es par [135, 134, 30]
afin d’en ame´liorer la pre´cision.
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Chapitre 9
Calcul nume´rique de la re´ponse locale et
effective
9.1 E´tat de l’art
Si on recherche a` la fois une proprie´te´ effective et les champs locaux associe´s,
deux familles d’outils nume´riques e´mergent pour re´soudre ce type de proble`me : les
Me´thodes des E´le´ments Finis (FEM) et les me´thodes base´es sur la FFT. Les deux
fournissent a` la fois les proprie´te´s effectives du mate´riau mais e´galement des cartes
de champs locaux. Ces me´thodes s’appliquent a` des microstructures quelconques,
re´elles comme virtuelles. Les champs obtenus sont repre´sentatifs du comportement
du mate´riau de`s lors que la re´solution est suffisamment fine et que la taille du
syste`me e´tudie´ est suffisamment grande compare´e a` la longueur caracte´ristique des
he´te´roge´ne´ite´s. Dans la suite de cette e´tude, nous utilisons les me´thodes a` FFT pour
les raisons suivantes :
– Elles sont utilisables directement sur l’image, sans maillage des images avant
calcul (couˆteux en CPU, en me´moire et aussi difficile a` automatiser).
– Elles ne ne´cessitent pas l’usage de supercalculateurs et sont rapides dans le
re´gime line´aire.
– Elles traitent les forts contrastes.
– Elles posse`dent des performances inte´ressantes du point de vue de la consom-
mation me´moire, du temps de calcul tout en gardant une bonne pre´cision des
champs locaux calcule´s.
– La repre´sentation en se´rie de Fourier pre´-suppose une pe´riodicite´, ce qui signi-
fie que la microstructure est vue comme une cellule e´le´mentaire d’un milieu
pe´riodique infini. Cependant, les effets de tailles associe´s aux conditions aux
bords sont ge´ne´ralement plus petits que ceux des conditions uniformes utilise´es
en FEM [82].
L’utilisation d’une image et de la grille associe´e ge´ne`re cependant un certain
nombre de proble`mes qui n’apparaissent pas avec les FEM :
– Les me´thodes FFT seront moins efficaces dans le cas ou` l’on s’inte´resserait a`
des milieux extreˆmement poreux (tels que des mousses a` pores ouverts) ou` les
vides ont besoin d’eˆtre discre´tise´s.
– Les interfaces peuvent eˆtre assez grossie`rement de´finies par l’utilisation d’une
grille, meˆme si ce proble`me de re´gularite´ peut eˆtre corrige´ en introduisant des
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proprie´te´s interme´diaires entre les phases [39, 19]. Ce proble`me est notamment
important lorsque l’on s’inte´resse a` des mode`les ide´aux de microstructures dans
lesquels les interfaces sont connues alors que cette information est ge´ne´ralement
absente quand on s’inte´resse a` des images de mate´riaux re´els.
– La repre´sentation des champs en termes de fonctions harmoniques introduit
des oscillations autour des interfaces, qui se re´fe`rent au phe´nome`ne de Gibbs.
Nous observons des artefacts hautes-fre´quences sur de nombreux champs ou`
des oscillations sont visibles.
A` l’origine des me´thodes de calcul en conductivite´ base´es sur la FFT, le sche´ma
originel dit sche´ma direct est propose´ en 1994 par [127]. Par la suite, des ame´liorations
de ce sche´ma ont e´te´ de´veloppe´es : sche´ma acce´le´re´ [44], Lagrangien augmente´ [114],
gradient conjugue´ [19]. Ces sche´mas ont pour objectif de diminuer le temps avant
convergence au regard du contraste pre´sent entre les phases mises en pre´sence (voir
[126] pour une comparaison de certaines de ces me´thodes). Les champs d’applications
de ces me´thodes FFT vont de l’e´lasticite´ line´aire [127, 197], a` la visco-plasticite´ [96]
en passant par la propagation de fissures [99] mais s’appliquent aussi aux pro-
prie´te´s e´lectriques et thermiques [193, 195], aux proprie´te´s optiques [35, 122, 8]
et a` l’e´coulement [146, 2] graˆce aux sche´mas [190, 121, 132, 14] qui sont base´s sur
une the´orie rigoureuse de l’homoge´ne´isation [42, 105]. Le succe`s de ces me´thodes
re´side principalement dans leur capacite´ a` ope´rer sur des volumes importants de
microstructures complexes, obtenus par segmentation d’images de microstructures
de mate´riaux re´els. Par exemple, pour des nano-composites multi-e´chelles [67], des
aciers auste´nitiques [9], des milieux granulaires [193] ou encore des milieux polycris-
tallins [142, 150, 97].
9.2 Me´thodes FFT a` ope´rateur de Green discret
Dans cette section, nous utilisons une discre´tisation alternative de la fonction de
Green, ce qui ame`ne a` revisiter les algorithmes FFT pre´sente´s dans l’e´tat de l’art et
plus pre´cise´ment, a` e´tudier leurs performances en termes de pre´cision des champs
locaux et de vitesse d’exe´cution.
9.2.1 Formulation des me´thodes de l’e´tat de l’art
Toutes les me´thodes FFT font usage de l’e´quation de Lippmann-Schwinger ([118]
p. 251) :
Ei = Ei −G0ij ∗ Pj, Pj = Jj − σ0Ej, (9.1)
ou` σ0 est une conductivite´ de re´fe´rence arbitraire, P et G0 les champs de polarisation
et l’ope´rateur de Green associe´s, respectivement, et ∗ repre´sente le produit de convo-
lution. Dans la suite, le produit de convolution de l’Eq. 9.1 est e´value´ dans le domaine
de Fourier en faisant usage de librairies FFT. Nous avons vu dans la Sec. 9.1 que les
me´thodes FFT s’appliquent a` un certain nombre de proprie´te´s physiques. Pre´cisions
a` titre d’exemple que le passage de la conductivite´ a` l’e´lasticite´ est relativement aise´.
Dans la suite, nous conside´rons uniquement un cas de conductivite´.
L’e´quation 9.1 est a` la base du sche´ma direct [127] (note´ DS), le plus simple, et le
premier chronologiquement. Les ite´rations de cette me´thode consistent a` appliquer
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la re´currence suivante :
Ek+1 = E−G0 ∗ [(σ − σ0)Ek] , (9.2)
ou` Ek repre´sente le champ e´lectrique a` l’ite´ration k. Avec le temps, des ame´liorations
de cet algorithme FFT, disposant de meilleures proprie´te´s de convergence, ont
e´merge´. Nous citons par exemple le sche´ma acce´le´re´ (note´ AS) de Eyre & Mil-
ton [44] et le sche´ma du Lagrangien augmente´ [114] (note´ AL). Ces deux sche´mas
sont re´sume´s a` travers la formulation [120, 126] :
Ek+1 = Ek +
σ0
[
E− 〈Ek〉 − βG0 ∗ (σEk)]−H0 ∗ Ek
α(σ + βσ0)
(9.3)
ou` α = β = 1 pour le sche´ma AL et α = −1/2, β = −1 pour le sche´ma AS. Un
autre sche´ma en polarisation ou` 〈P〉 est impose´ macroscopiquement au lieu de 〈E〉,
peut eˆtre de´crit [120] par une e´quation similaire a` 9.3.
L’algorithme variationnel alternatif de Brisard [19] (note´ VAR) repose sur deux
ide´es distinctes. En premier lieu, l’e´quation 9.1 est reformule´e comme :[
(σ − σ0)−1δ(x)δij +G0ij
] ∗ Pj = Ei. (9.4)
Avec la discre´tisation, cette e´quation est transforme´e en un syste`me line´aire M ·
P = E, que l’on re´sout en utilisant une descente en gradient conjugue´. L’ope´rateur
M n’est jamais calcule´ par ce sche´ma. Au lieu de cela, des FFTs sont utilise´es
afin d’obtenir M · P pour tout P, ce qui est suffisant pour pouvoir appliquer une
me´thode de descente. En second lieu, la discre´tisation utilise´e e´quivaut a` conside´rer
des champs de polarisation constants par voxels. Cette proprie´te´ permet d’obtenir
une re`gle pour calculer (σ − σ0)−1P sur les voxels appartenant aux frontie`res et
permet aussi d’obtenir une repre´sentation de l’ope´rateur de Green vu comme une
se´rie convergente dont une approximation est disponible [20]. D’autres me´thodes
FFT ont e´te´ propose´es, incluant un sche´ma alternatif du Gradient Conjugue´ [206,
188] diffe´rent du sche´ma VAR. Nous pouvons aussi citer les travaux de [205] dans
lesquels le produit de convolution est calcule´ dans l’espace direct. Pour des raisons de
concision, ces sche´mas alternatifs et les sche´mas base´s sur la polarisation ne seront
pas conside´re´s dans la suite.
9.2.2 Ope´rateurs de Green “classique” et “modifie´”
En pratique, le domaine Ω est discre´tise´ sur la grille d’une image a` deux ou trois
dimensions. Le produit de convolution G0ij ∗Pj dans (9.1) est e´value´ dans le domaine
de Fourier comme :∫
Ω







ou` les composantes du mode de Fourier s’e´crivent qi = (2π/L)(−L/2, ..., L/2 − 1)
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ou` la somme est effectue´e sur tous les pixels/voxels x de Ω. Classiquement, la trans-
forme´e de Fourier de l’ope´rateur de Green utilise´e dans (9.5) est approche´e par son







ou` l’inte´grale est effectue´e sur le domaine fini et ou` |q| = √qkqk. Dans la suite, nous
ferrons re´fe´rence a` cette version comme l’ope´rateur de Green continu. Ce nom est
choisi par convenance puisque l’ope´rateur G0 est obtenu par discre´tisation sur une
grille re´gulie`re, dans le domaine de Fourier, de l’ope´rateur de Green du continu.
Nous pouvons ne´anmoins conside´rer des sche´mas intrinse`quement discrets. En
effet, dans le contexte de la me´canique des milieux continus, des ope´rateurs de
Green modifie´s ont e´te´ introduits, ou` les de´rive´es partielles sont approche´es par
des diffe´rences centre´es [129] ou encore des diffe´rences avant [196]. En conduc-
tivite´, la discre´tisation pre´ce´dente revient a` re´soudre un proble`me de re´seau de
re´sistances [100]
∂iJi(x) ≈ Ji(x)− Ji(x− ei), ∂iΦ(x) ≈ Φ(x + ei)− Φ(x), (9.8)
ou` Ji(x) repre´sente le courant, le long des interfaces, oriente´ dans la direction ei a`
partir du point x, et Φ(x) le potentiel au nœud x. Les meˆmes champs sont utilise´s
comme approximation de la solution exacte dans un milieu continu. Les nœuds
dans le re´seau correspondent aux coins de chaque voxel et les frontie`res des voxels
repre´sentent des areˆtes dans le re´seau (voir Fig. 9.1). Dans cette configuration, le
champ e´lectrique et le champ de densite´ de courant sont estime´s au centre des areˆtes,

























≈ Φ(x+ ei)− Φ(x).
Ici encore, les de´rive´es sont approche´es par des diffe´rences sur des points spatialement
se´pare´s d’un voxel, contrairement a` [129]. Les discre´tisations (9.9) et (9.8) sont en
fait e´quivalentes a` une translation pre`s des champs Ji et Ei par un vecteur ei/2,
e´tant donne´ que σ est constant par voxel (voir Figure 9.1). Pour des raisons de
simplicite´, la configuration issue de l’Eq 9.8 est utilise´e dans la suite. L’ope´rateur de
Green discret G˜0 satisfaisant les e´quations de Lippmann-Schwinger correspondantes





σ0|k|2 , ki = e
iqi − 1 = 2i sin(qi/2)eiqi/2, (9.10)
ou` |k| =√kik∗i et ∗ repre´sente le conjugue´. Dans le domaine de Fourier, le gradient
discret, les ope´rateurs divergence et Laplacien s’obtiennent par multiplication des
quantite´s ki, −k∗i et |k|2, respectivement, au lieu de iqi, iqi et |q|2 quand on uti-
lise l’ope´rateur de Green continu G0. Dans la limite des grandes longueurs d’ondes
q→ 0, les diffe´rences disparaissent et l’e´quation (9.10) devient (9.7). Dans la suite,
l’ope´rateur G˜0 se re´fe`re a` l’ope´rateur de Green discret.
La repre´sentation du proble`me sous la forme d’un re´seau de re´sistances permet
d’obtenir un certain nombre de proprie´te´s utiles. Premie`rement, contrairement a`









Figure 9.1 – Pixel 2D au point x superpose´ au re´seau de re´sistances (voir Eq. 9.8) ;
ici e1 est oriente´ de haut en bas et e2 de gauche a` droite.
l’algorithme variationnel de [19], la solution ne de´pend pas du choix d’un milieu de
re´fe´rence σ0. Deuxie`mement, l’ope´rateur G˜0 est une fonction pe´riodique continue
dont les hautes fre´quences sont coupe´es dans le domaine de Fourier, contrairement a`
G0. Ceci permet d’espe´rer de meilleurs re´sultats en termes de proprie´te´s de conver-
gences. Troisie`mement, la discre´tisation de l’Eq. 9.8 impose la conservation locale
du courant en validant la loi de Kirchoff a chaque nœud.
Tant qu’ils convergent, tous les sche´mas nume´riques de´livrent la meˆme re´ponse
pour un choix d’ope´rateur de Green donne´. Par conse´quent, ce choix revient a`
conside´rer une approximation particulie`re de la solution d’un proble`me donne´.
9.2.3 Validation sur la solution exacte damier
Dans cette partie, nous allons nous arreˆter sur la solution exacte de damier
afin de ve´rifier que les algorithmes FFT a` ope´rateur de Green discret convergent
bien vers la meˆme solution que leurs homologues a` ope´rateur de Green continu.
L’ensemble des sche´ma direct (DS), sche´ma acce´le´re´ (AS), lagrangien augmente´
(AL) et a` approche variationnelle (VAR) seront e´tudie´s dans les versions qui ont e´te´
de´crites. Les versions duales (lorsque le courant J est macroscopiquement prescrit au
lieu de E dans l’Eq. 9.1, on obtient alors une e´quation e´quivalente a` cette dernie`re
qui donne lieu a` d’autres algorithmes) des sche´mas DS et AL seront aussi e´tudie´es.
Elles seront note´es DSD et ALD. L’ensemble de ces algorithmes utilisent un ope´rateur
de Green continu. Les meˆmes algorithmes munis d’un ope´rateur de Green discret
seront e´tudie´s en comparaison et annote´s d’un tilde par exemple D˜S pour le sche´ma
direct a` ope´rateur de Green discret.
La microstructure a` quatre cellules est l’une des rares microstructures pe´riodiques
pour laquelle une solution exacte est disponible [32]. Conside´rons un cas particu-
lier (voir Fig ; 9.2) de cette configuration dans laquelle la cellule e´le´mentaire est
constitue´e d’une inclusion carre´e de fraction surfacique 25%. La pre´sence de coins
rend les champs singuliers en contraste infini, ce qui rend cette microstructure d’au-
tant plus inte´ressante dans l’optique d’effectuer un benchmark pour les me´thodes
nume´riques. Dans la suite, nous conside´rons une inclusion fortement conductrice,
disposant d’un facteur de contraste de σ2/σ1 = 2× 103 avec la matrice.
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Figure 9.2 – Cas particulier de cellule e´le´mentaire pe´riodique Ω = (−L/2,+L/2)2
de la microstructure du damier. L’inclusion est de conductivite´ σ2, la matrice de
conductivite´ σ1.
Le comportement du flux d’e´lectrons au voisinage de la singularite´ (coin) au point
(x, y) = (0, 0) est illustre´ Fig. 9.3. Les cartes de la composante verticale J1(x, y)
obtenue avec G0 (haut) et G˜0 (bas) sont calcule´es pour des re´solutions croissantes
de Ω (de gauche a` droite). La repre´sentation donne´e ne montre en fait qu’une petite
re´gion −5.10−2L ≤ x, y ≤ 5.10−2L autour du coin. Des artefacts nume´riques dans
la zone fortement conductrice sont visibles sur les cartes de champs ou` l’ope´rateur
de Green continu a e´te´ utilise´. Ils se pre´sentent sous la forme d’oscillations hautes
fre´quences dans la re´gion conductrice et plus particulie`rement autour de la frontie`re
horizontale ou` la composante du champ repre´sente´e est suppose´e eˆtre continue. De
telles oscillations sont quasiment absentes sur les cartes de champs ou` l’ope´rateur
de Green discret G˜0 est utilise´.
Nous trac¸ons sur la Fig. 9.4 les composantes horizontales de la composante
J2(x, y) en fonction de x a` y = 10
−3L fixe´, pre`s de la frontie`re de l’inclusion. Les
valeurs ne´gatives de x appartiennent a` l’inclusion. Les re´sultats nume´riques sont
calcule´s pour les deux types d’ope´rateurs de Green et compare´s avec la solution
exacte. Les points obtenus avec l’ope´rateur de Green continu G0 ont e´te´ traite´s a`
posteriori par convolution avec une feneˆtre de taille 2× 2 pixels. Ce filtrage grossier
permet de re´duire conside´rablement les oscillations observe´es. Les re´sultats obtenus
avec l’ope´rateur de Green discret G˜0 sont quant a` eux pre´sente´s bruts, sans aucune
modification. Pour une re´solution suffisante, toutes les me´thodes convergent vers la
solution exacte. Cependant, meˆme si toutes les me´thodes me`nent a` la meˆme re´ponse
dans la matrice du milieu, les solutions diffe`rent fortement dans la re´gion conduc-
trice. La Fig. 9.4 qui repre´sente des calculs effectue´s a` diffe´rentes re´solutions montre
que l’utilisation de l’ope´rateur de Green discret G˜0 permet d’obtenir une conver-
gence beaucoup plus rapide que l’ope´rateur de Green continu G0 ne le permet. En
effet, on constate que les points obtenus avec G˜0 pour une re´solution de L = 1024
sont beaucoup plus proches de la solution exacte que ceux obtenus avec G0 pour



















































L = 1024 L = 2048 L = 4096 L = 8192
Figure 9.3 – Microstructure du damier de la Fig. 9.2. Cartes de la composante verticale du vecteur densite´ de courant J1(x, y) dans la
re´gion −0.05L ≤ x, y ≤ 0.05L, pour des tailles croissantes de re´solution L (comme indique´). Haut : avec l’ope´rateur de Green continu G0.
Bas : avec l’ope´rateur de Green discret G˜0.
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Figure 9.4 – Microstructure du damier de la Fig. 9.2. Valeurs de la composante
horizontale du vecteur densite´ de courant J2(x, y = 10
−3L) en fonction de x, pour
diffe´rentes re´solutions L (voir Le´gende). Trait plein noir : Solution exacte de [32].
Marqueurs ∗, × et + (rouge) : Calculs FFT avec l’ope´rateur de Green discret G˜0.
Autres marqueurs et couleurs : Calculs FFT avec l’ope´rateur de Green continu G0.
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9.2.4 Comparaison a` l’e´tat de l’art
Nous avons vu dans la section pre´ce´dente, qu’en plus de leur validation, les
me´thodes FFT a` ope´rateur de Green discret permettent d’obtenir des champs locaux
plus justes (en comparaison a` une solution exacte) pour des re´solutions e´quivalentes.
La comparaison des proprie´te´s de convergence de ces me´thodes FFT a` ope´rateur de
Green discret par rapport a` leurs homologues a` ope´rateur de Green continu sera
l’objet de cette section. La convergence algorithmique des me´thodes FFT est d’au-
tant plus grande que le contraste entre les phases est grand. La fonction a` e´tudier
exprime le nombre d’ite´rations en fonction du contraste entre les inclusions et la ma-
trice. Dans la suite, nous e´tudierons trois microstructures de re´fe´rence repre´sente´es
Fig. 9.5 :
– Une cellule e´le´mentaire 2D de cote´ L = 1024 pixels, contenant une inclusion
circulaire de fraction surfacique 25%. Par simplicite´, nous ferrons re´fe´rence a`
ce syste`me comme le titpe´riodique 2D.
– Un mode`le Boole´en 2D de coˆte´ L = 1024, construit a` partir de l’imple´mentation
de disques - de diame`tre D = 80 pixels constant - sur un processus de points
Poissonien afin d’obtenir une fraction volumique de 30%.
– Un mode`le Boole´en 3D de coˆte´ L = 256, construit a` partir de l’imple´mentation
d’inclusions sphe´riques - de diame`treD = 20 voxels - sur un processus de points
Poissonien permettant d’obtenir une fraction volumique de 20%.
Rappelons que le crite`re de convergence associe´ aux me´thodes FFT peut s’e´crire
dans le domaine direct aussi bien que dans le domaine de Fourier. Ce crite`re de
convergence η1 (resp. η2) est de´fini pour l’ensemble des me´thodes FFT (resp. me´thodes
FFT duales) selon :
η1 = ‖J‖−1max
x
∣∣FT−1 {k∗i (q)Ji(q);x}∣∣ ≤ ǫ, (9.11a)
η2 = ‖E‖−1max
i 6=j,x
∣∣FT−1 {ki(q)Ej(q)− kj(q)Ei(q);x}∣∣ ≤ ǫ, (9.11b)
ou` ǫ ≪ 1 repre´sente la pre´cision de´sire´e et FT−1 la transforme´e de Fourier inverse.
Le crite`re η1 (Eq. 9.11a) met l’accent sur la conservation du courant alors que le
crite`re η2 (Eq. 9.11b) impose la compatibilite´ du champ e´lectrique. La conservation
du courant et la compatibilite´ du champ e´lectrique sont e´tablies de fac¸ons diffe´rentes
selon que l’on utilise l’ope´rateur de Green discret ou continu. Dans ce dernier cas,
k(q) et k∗(q) sont remplace´s par q dans l’Eq. 9.11.
Nous trac¸ons en Fig. 9.6 l’e´volution du crite`re de convergence en fonction du
nombre d’ite´rations pour certains des algorithmes pre´sente´s Sec. 9.1 applique´s a` la
Figure 9.5 – Cellule e´le´mentaire du milieu pe´riodique 2D (gauche), et des mode`les
Boole´ens 2D (centre) et 3D (doite). Les fractions surfaciques et volumiques des
inclusions sont respectivement 25, 30 et 20%.
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Figure 9.6 – Milieu pe´riodique 2D. Crite`re de convergence η en fonction du
nombre d’ite´rations en e´chelle lin-log, pour diffe´rents sche´mas FFT : (i) Utilisant
un ope´rateur de Green continu G0 (DS, AS, et AL) (ii) Utilisant un ope´rateur de
Green discret G˜0 (D˜S, D˜SD, A˜S, A˜L et A˜LD).
microstructure pe´riodique 2D. Le contraste entre l’inclusion et la matrice est fixe´
a` σ2/σ1 = 2 × 103. Pour toutes les me´thodes, η de´croit exponentiellement avec le
nombre d’ite´rations jusqu’a` atteindre une valeur de´termine´e par l’encodage choisi
des re´els sur la machine (quadruple pre´cision pour cet exemple). Nous classifions
grossie`rement les algorithmes en deux cate´gories. D’une part les sche´mas a` ope´rateur
de Green continu, DS, AL et AS, qui convergent le plus lentement. Cependant, au
sein de cette classe et pour la microstructure conside´re´e, le sche´ma AS de Eyre
et Milton est clairement le meilleur, le simpliste DS est le moins performant et le
sche´ma AL prend une place interme´diaire en terme de convergence. D’autre part,
l’autre classe englobe les sche´mas discrets (directs et duaux). Ils parviennent tous a`
faire saturer η en moins de 300 ite´rations, ce qui cre´dite d’un point supple´mentaire
les sche´mas a` ope´rateur de Green discret. Dans cette classe, le sche´ma de Eyre
et Milton A˜S montre encore une fois les meilleurs proprie´te´s de convergence. Nous
faisons re´fe´rence au Tab.1 de [192] pour les questions lie´es aux choix des conductivite´s
(resp. re´sistivite´s) de re´fe´rences.
Nous nous inte´ressons ensuite, a` l’e´volution du nombre N d’ite´rations en fonction
du rapport de contraste r = σ2
σ1
pour les milieux Boole´ens 2D et 3D qui serviront
de re´fe´rence pour comparer les performances obtenues par les sche´mas FFT. Les
sche´mas a` ope´rateur de Green continu G0 sont repre´sente´s par des symboles pleins
et le marqueur +, alors que ceux utilisant un ope´rateur de Green discret G˜0 sont
repre´sente´s par des symboles vides et le marqueur ×.
Le re´sultat de [44] est retrouve´, avec le comportement line´aire en N ∼ r pour
DS et DSD, ainsi que le comportement en N ∼ r1/2 pour le sche´ma AS. Des taux
de convergences similaires sont observe´s pour AL, ALD et VAR. Une loi e´merge
de ces calculs, pour un sche´ma FFT donne´, la version directe (champ e´lectrique
impose´ macroscopiquement) converge en moins d’ite´rations que la version duale pour
r < 1, alors que la relation d’ordre oppose´e est vraie dans le cas r > 1. Les sche´mas
a` ope´rateur de Green discret sont beaucoup plus efficaces que leurs homologues
a` ope´rateur de Green continu. Pour les sche´mas discrets, le nombre d’ite´rations
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Figure 9.7 – Mode`les Boole´ens 2D et 3D (gauche et droite). Nombre d’ite´rations
en fonction du contraste pour diffe´rents sche´mas FFT. Pour tous ces sche´mas, le
crite`re de convergence (Eq. 9.11) est η ≤ ǫ = 10−8. Les traits pleins reliant les
points d’une meˆme se´rie permettent de faciliter la lecture du graphique.
N(r) est une suite borne´e ou lentement croissante en fonction du contraste r, ce
qui prouve que l’utilisation de l’ope´rateur de Green discret G˜0 permet d’obtenir
une ame´lioration conside´rable sur les proprie´te´s de convergence. En choisissant le
sche´ma FFT direct ou dual en fonction du contraste en pre´sence (respectivement
r < 1 ou bien r > 1), il est possible d’obtenir une convergence en un nombre fini
d’ite´rations dans la limite de contraste infini. Enfin, la figure montre que parmi tous
les sche´mas FFT, la version discre`te A˜S est celle qui posse`de les meilleures proprie´te´s
de convergence en 2D comme en 3D.
Une version optimise´e du sche´ma D˜S est propose´e en Annexe B, elle permet
d’e´conomiser conside´rablement l’espace me´moire utilise´ en n’utilisant qu’un champ
scalaire. Nous trac¸ons Fig. 9.8 le temps CPU utilise´ par les sche´mas D˜S et D˜SD
imple´mente´s avec cette version optimise´e et le comparons aux temps CPU des
sche´mas DS, DSD (imple´mente´s de fac¸on classique), D˜SD, AS, A˜S, AL, ALD, A˜L
et A˜LD ; en fonction du contraste. Ces tests ont e´te´s effectue´s en choisissant un
crite`re de convergence η ≤ ǫ = 10−8, sur le mode`le Boole´en 3D pre´ce´demment uti-
lise´. Les calculs ont e´te´ effectue´s en double pre´cision sur une machine a` 12 cœurs
Intel Xeon cadence´s a` 2.90 GHz avec 5800 et 15360 Kb de cache L2. Les meilleures
performances ont e´te´s obtenues pour le sche´ma D˜S dans la re´gion σ2/σ1 < 1, et par
A˜S pour σ2/σ1 > 1. En utilisant ces deux sche´mas optimaux en contraste infini, la
convergence est obtenue en 29 s pour des inclusions isolantes et en 53 s pour des
inclusions infiniment conductrices. Cette strate´gie a` e´te´ imple´mente´e au sein du code
Fortran paralle´lise´ morph-hom [191] de´veloppe´ au CMM.
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Figure 9.8 – Temps CPU en fonction du contraste σ2/σ1 pour diffe´rents sche´mas
FFT, pour un calcul effectue´ sur le sche´ma Boole´en 3D (voir Fig. 9.5). Le crite`re de
convergence utilise´ pour ces calculs est η ≤ ǫ = 10−8.
9.3 Me´thode FFT-Stokes
9.3.1 Formulation de la me´thode
En perme´abilite´ le sche´ma FFT propose´ par Wiegmann [190] est utilise´ afin de
re´soudre nume´riquement le proble`me physique de´fini Eqs. 8.5-8.10. Les champs de
vitesse et de pression sont discre´tise´s sur une grille de voxels 3D. La me´thode consiste
a` re´e´crire le proble`me d’e´coulement de Stokes sous la forme d’un ensemble de quatre
e´quations de Poisson qui sont ensuite discre´tise´es par diffe´rences centre´es. Des forces
artificielles sont ajoute´es le long de la surface du solide afin d’assurer la condition
de non glissement (Eq. 8.6). Chaque composante du vecteur vitesse est interpre´te´e
comme l’e´coulement du fluide a` travers une face de voxel. Les ope´rateurs gradient
et Laplacien sont aussi discre´tise´s par diffe´rences finies entre voxels adjacents. Le
syste`me d’e´quations est re´solu ite´rativement a` l’aide de MINRES, la ge´ne´ralisation
de la me´thode de minimisation du re´sidu [153] dans le cas syme´trique. Les diffe´rences
finies sont calcule´es dans le domaine de Fourier en utilisant l’ope´rateur translation.
La me´thode fait directement appel a` une image 3D, sans ne´cessiter de maillage
au pre´alable ce qui permet de traiter des ge´ome´tries de complexite´ arbitraire. La
perme´abilite´ du milieu est calcule´e nume´riquement en imposant nume´riquement un
gradient de pression δP = 1 Pa, en moyennant ensuite la composante u1(x) [m · s−1]
du champ vectoriel de vitesses et en utilisant l’Eq. 8.11. Par convention, nous fixons
aussi µ = 1 Pa · s. Dans la me´thode [190], la convergence est obtenue en effectuant
des ite´rations successives durant lesquelles la transforme´e de Fourier est utilise´e afin
d’inverser l’ope´rateur Laplacien. Dans la limite d’un tre`s grand nombre d’ite´rations
la vitesse du fluide est strictement (dans la limite du codage nume´rique des re´els)
nulle dans les obstacles. En pratique, les ite´rations sont stoppe´es lorsque les deux






〈||u(x)||〉S ≤ η2〈||u(x)||〉P , (9.13)
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(a) (b)
Figure 9.9 – Vues en coupe du domaine Ω conside´re´ pour la validation de la
me´thode FFT en e´coulement, en gris clair la phase solide S, en gris sombre la phase
poreuse P . (a) Coupe en x3 = 0 (e1 est oriente´ de haut en bas et e2 de gauche a`
droite). (b) Coupe en x1 = 0 (e2 est oriente´ de bas en haut et e3 de gauche a` droite)
ou` 〈·〉S,P sont des moyennes sur le domaine solide et poreux respectivement, η1 ≪ 1
et η2 ≪ 1.
9.3.2 Validation de la me´thode sur la solution de Poiseuille
Nous conside´rons un domaine Ω cubique Ω = [−L/2;L/2]3 de coˆte´ L = 128 m
dont les coˆte´s sont aligne´s avec le repe`re Carte´sien d’axes orthonorme´s (ei)1≤i≤3. Ce
domaine est constitue´ d’une phase solide S traverse´e par un cylindre poreux P :







ou` R = 32 m. Deux vues en coupe de ce domaine sont donne´es Fig. 9.9.
Dans le cas d’un gradient de pression d’intensite´ δP impose´ macroscopiquement
dans une direction coline´aire a` l’axe principal du cylindre (dans notre cas e3), nous
disposons de l’expression analytique [139] du vecteur vitesse u pour un e´coulement





R2 − (x21 + x22)) e3 (9.15)
Afin de valider la me´thode FFT-Stokes, nous comparons les re´sultats obtenus
nume´riquement avec la solution analytique Poiseuille pour un fluide de viscosite´
µ = 1 Pa · s et un gradient de pression d’intensite´ δP = 1 Pa. Dans un premier
temps, des coupes de champs sont compare´es Fig. 9.10 selon deux vues ; l’une selon
un plan normal au gradient de pression (et donc a` l’axe principal du cylindre) ; l’autre
dans un plan coline´aire a` ce dernier (le proble`me e´tant invariant par rotation autour
de e3). Les champs compare´s sont tout a` fait similaires alors que des conditions
d’arreˆt de la me´thode FFT-Stokes relativement laˆches sont fixe´es a` η1 = η2 = 10
−2.
Un comparaison plus fine entre la me´thode FFT-Stokes et la solution analytique
est effectue´e Fig. 9.11 ou` les profils du champ scalaire de vitesse u3(x1, 0, 0) sont
compare´s. Un tre`s bon accord est obtenu entre la solution analytique et son homo-
logue nume´rique puisque l’e´cart relatif |1− uPoiseuille3
uFFT-Stokes3
| le plus important releve´ entre
les deux solutions n’exce`de pas 2 % (maximum de 1.98 % releve´ en (x1, x2) = (0, 0)).
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(a) (b)
(c) (d)
Figure 9.10 – Vues en coupe x3 = 0 (images (a,c) ou` e1 est oriente´ de haut en
bas et e2 de gauche a` droite) et x1 = 0 (images (b,d) ou` e2 est oriente´ de bas
en haut et e3 de gauche a` droite) de la composante u3 du vecteur vitesse dans le
domaine Ω. Un gradient de pression d’intensite´ 1 Pa est impose´ macroscopiquement
selon la direction e3. L’e´coulement du fluide dans P est calcule´ analytiquement
selon l’Eq. 9.15 pour les images (a) et (b) alors qu’il est nume´riquement estime´ par
FFT-Stokes pour les images (c) et (d).













Solution exacte (Poiseuille 1844)
Calcul FFT (Wiegmann 2007)
Figure 9.11 – Profils du champ scalaire de vitesse u3(x1, 0, 0) calcule´ analyti-
quement via l’Eq. 9.15 (trait plein noir) et estime´ nume´riquement par la me´thode
FFT-Stokes (points rouges).
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9.4 Conclusions
Dans ce chapitre, les outils nume´riques ne´cessaires aux calculs de champs ont
e´te´ introduits. Ces champs sont eux-meˆmes destine´s a` l’estimation des proprie´te´s
physiques effectives de milieux he´te´roge`nes. En conductivite´ e´lectronique (ionique
de fac¸on e´quivalente), nous avons de´veloppe´ une me´thode FFT a` ope´rateur de Green
discret [192]. Apre`s avoir valide´ cette me´thode, sa supe´riorite´ vis a vis des me´thodes
existantes a e´te´ de´montre´e. En effet, cette me´thode se distingue autant du point de
vue des proprie´te´s de convergence que du point de vue de la pre´cision des champs
locaux calcule´s. Ce sche´ma a fait l’objet d’e´tudes ulte´rieures [119, 159, 21] qui
confirment les proprie´te´s observe´es. Cette me´thode est utilise´e dans le Chapitre 11
pour la pre´diction des proprie´te´s de transport des anodes ainsi qu’au Chapitre 12
de´die´ a` l’optimisation des microstructures d’anodes au regard des proprie´te´s. En
perme´abilite´ nous avons repris la me´thode FFT-Stokes introduite par [190]. Apre`s
l’avoir valide´e sur un cas d’e´cole, nous l’utilisons dans le cadre de calculs sur des
mode`les ide´aux Chapitre 10 mais aussi, comme en conductivite´, pour la pre´diction




E´coulement de Stokes : Mode`le Boole´ens
de sphe`res et de cylindres
10.1 E´coulement de Stokes : Mode`le Boole´en de
sphe`res
10.1.1 Pre´sentation de l’e´tude
La perme´abilite´ des milieux ale´atoires date des premiers travaux de Carman [24].
Dans certains travaux, des estimateurs de la perme´abilite´ ont e´te´ calcule´s en utilisant
des structures pe´riodiques dans le cas d’un e´coulement autour de sphe`res [147, 102]
ou de mode`les de sphe`res concentriques [57, 89]. D’autres e´tudes se sont oriente´es sur
l’e´tude de milieux ale´atoires dilue´s de sphe`res [26, 61, 60] ou bien de microstructures
pe´riodiques [208, 156, 25]. Une autre approche, base´e sur des formulations variation-
nelles, consiste a` de´river des bornes exactes en perme´abilite´ [36, 152, 183]. Ces bornes
prennent en compte les fonctions de corre´lations a` deux points, les corre´lations
surface-surface et surface-vide. G.Matheron a de´veloppe´ une borne en perme´abilite´
de filie`re [110]. On notera que des bornes ante´rieures font usage de corre´lations tri-
points [141, 189]. Plus re´cemment, des sche´mas auto-cohe´rents pour l’estimation de
la perme´abilite´ ont e´te´ propose´s [16, 85]. Nous faisons re´fe´rence a` [179, 37] pour une
vue d’ensemble sur le sujet.
Nous nous concentrons sur l’e´tude de l’e´coulement a` faible vitesse d’un fluide au-
tour d’un ensemble ale´atoire d’obstacles [2]. Apre`s un bref rappel de la microstruc-
ture, nous pre´sentons les re´sultats lie´s au VER de la perme´abilite´, a` la perme´abilite´
calcule´e sur l’ensemble de la plage de fraction volumique ainsi qu’aux comportements
asymptotiques de la perme´abilite´ dans la limite dilue´e et pre`s de la percolation. Les
lignes de courant, leur tortuosite´ ainsi que les histogrammes des vecteurs vitesse
et la covariance des orientations du champ de vitesse sont aussi e´tudie´es. Quelques
re´sultats sur l’e´coulement de Stokes dans des milieux 2D de disques hard-core sont
disponibles [38], cependant le sujet n’a pas e´te´ e´tudie´ dans la meˆme mesure pour la
perme´abilite´ de milieux ale´atoires.
Nous nous plac¸ons dans le cadre physique de´fini en Sec. 8.2.1 dans lequel le milieu
poreux est un milieu Boole´en de sphe`res. Deux cas sont conside´re´s, les sphe`res sont
tantoˆt poreuses, tantoˆt solides. Dans le mode`le (A), le fluide s’e´coule a` l’exte´rieur
des sphe`res alors que dans le mode`le (B), le transport a lieu uniquement a` l’inte´rieur
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Figure 10.1 – Mode`le Boole´en de sphe`res discre´tise´ sur une grille 3D de 5123
voxels. Diame`tre des sphe`res : 15 voxels ; Fraction volumique des sphe`res : 10%.
des sphe`res. On note 1− q la fraction volumique des sphe`res et q celle de la matrice
les entourant, en conse´quence la fraction volumique de pores f vaut f = q pour le
mode`le (A) et f = 1− q pour le mode`le (B).
Dans la suite, le mode`le Boole´en est discre´tise´ sur une grille 3D de L×L×L
voxels, de re´solution croissante L = 100, 256, 512 (Fig. 10.1). Le diame`tre D = 15
voxels des sphe`res est choisi (comme dans [103] pour une e´tude analogue) de fac¸on a`
assurer une de´finition suffisante pour la repre´sentation des sphe`res. L’agrandissement
de la vue 3D Fig. (10.1) valide cette affirmation. Par convention, toutes les longueurs
sont re-normalise´es par le rayon R des sphe`res dans la suite, ou de fac¸on e´quivalente,
nous pouvons conside´rer que l’ensemble des re´sultats est pre´sente´ en conside´rant des
sphe`res de rayon R = 1 m. L’application d’une simple re`gle de trois permet d’adapter
l’ensemble des re´sultats a` l’e´chelle conside´re´e par le lecteur. En conse´quence, pour
une fraction volumique 1−q de sphe`res donne´e, la microstructure contient un nombre
de sphe`res croissant avec la re´solution L correspondante. La gamme comple`te des
fractions volumiques recevables fAc ≤ f ≤ 1 pour le mode`le (A) et fBc ≤ f ≤ 1 pour
le mode`le (B) est conside´re´e, ou` fBc et f
A
c repre´sentent respectivement les seuils
de percolation des sphe`res et du comple´mentaire. Les estimations de ces quantite´s
sont disponibles dans la litte´rature : fBc ≈ 0.2895 [149] alors que fAc s’e´tend de
fAc ≈ 0.0540 [74] a` fAc ≈ 0.0317 [186, 145] selon les auteurs. Cette dernie`re valeur
sera retenue dans la suite.
10.1.2 Perme´abilite´ des mode`les Boole´ens de sphe`res
Les perme´abilite´s des mode`les (A) et (B) sont respectivement note´es κA et κB.
Elles sont estime´es nume´riquement pour des valeurs croissantes de la porosite´ f dans
l’intervalle [fAc ; 1] pour le mode`le (A) et [f
B
c ; 1] pour le mode`le (B). Les re´sultats
sont trace´s Fig. 10.2 en e´chelle lin-log. Comme on pouvait s’y attendre, a` porosite´s
e´gales, la perme´abilite´ est plus grande lors d’un e´coulement dans le comple´mentaire
des sphe`res (B) que dans le mode`le (A) qui posse`de un seuil de percolation plus
e´leve´. Un changement de convexite´ est observe´ pour les deux mode`les en e´chelle
lin-log, a` environ f ≈ 65% pour le mode`le (B) et f ≈ 50% pour le mode`le (A).
De plus, l’estimateur de Carman-Kozeny κCK-A (en vert Fig. 10.2) de´fini selon :
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Figure 10.2 – Perme´abilite´s κA,B des mode`les Boole´ens (A) et (B) (disques et
cercles) en fonction de la fraction volumique de pores f , pour deux re´solutions
L = 256 et L = 512 voxels. Traits pleins : Estimateur de Carman-Kozeny κCK et
borne supe´rieure de Doi κUB.
ou` γ = |∂S|/|V | repre´sente une surface spe´cifique en m−1 et c une constante empi-
rique, est tre`s proche des re´sultats obtenus par FFT dans l’intervalle 0.3 < f < 0.8.
En dehors de cet intervalle, l’estimateur diffe`re notablement des donne´es FFT.
Comme explique´ par [57], l’estimateur de Carman-Kozeny (Eq. 10.1) avec c = 5 est
en bon accord avec les donne´es obtenues par des mesures expe´rimentales dans l’inter-
valle 0.26 < f < 0.8 pour des particules de formes quelconques maintenues a` position
fixe. Ceci confirme indirectement la validite´ des calculs FFT pour un e´coulement de
Stokes. Paralle`lement, l’estimateur de Carman-Kozeny κCK-B (en rouge Fig. 10.2)
du mode`le (B) est proche des calculs FFT sur un autre domaine de porosite´, envi-
ron 0.7 < f < 0.9. Dans ce domaine, les re´gions entourant les sphe`res sont pour la
plupart de´connecte´es, et la phase solide est proche d’un ensemble de particules fixes
de forme non-sphe´rique. En limite dilue´e f → 1, comme on peut s’y attendre, l’es-
timateur de Carman-Kozeny ne permet pas de reproduire le comportement effectif
observe´, quel que soit le mode`le.
10.1.3 VER en perme´abilite´
Les champs FFT sont aussi utilise´s afin d’e´tudier le VER pour la perme´abilite´
comme une fonction de la porosite´ f . Le cadre de´fini en Sec. 2.5 est repris, et la
proprie´te´ P est ici conside´re´e comme la perme´abilite´ κ. La porte´e inte´grale Aκ3 es
estime´e par un ajustement nume´rique de la partie gauche de l’Eq. 2.16 en D2κ(V
′) ∼
1/V ′. Comme attendu, la formule pre´ce´dente est ve´rifie´e quand V est suffisamment
grand. Le re´sultat de cet ajustement nume´rique est pre´sente´ Fig. 10.3 ou` la variance
de la perme´abilite´ D2κ(V ) du mode`le (B) pour f = 0.68 est repre´sente´e comme une
fonction de V . Pour une pre´cision donne´e ǫ, la taille de VER correspondant est
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Figure 10.3 – Variance D2κ(V
′) de la perme´abilite´ apparente calcule´e pour des
domaines disjoints de volume V ′, en fonction de V ′, en voxels, en e´chelle log-log.
Tirets : ajustement ∼ D2κAκ3/V ′ re´sultant de l’Eq. 2.16.
obtenue par l’interme´diaire de l’Eq. 2.18 et de la porte´e inte´grale pre´ce´demment
estime´e.
Sur la Fig. 10.4, la pre´cision relative est fixe´e a` ǫ = 5%. Posons V = ℓ3 et trac¸ons
la longueur du coˆte´ du VER ℓAκ et ℓ
B
κ pour la perme´abilite´ dans les mode`les (A) et (B)
respectivement, comme une fonction de la fraction volumique de pores f . Les lon-
gueurs de coˆte´ du RVE ℓAf et ℓ
B
f pour les microstructures (A) et (B), respectivement,
pour la meˆme pre´cision relative donne´e, sont trace´es pour comparaison. Pour les deux
mode`les, la taille du VER pour la perme´abilite´ augmente conside´rablement quand
on s’approche des points de percolation respectifs. Les effets micro-structuraux sont
particulie`rement importants pour le mode`le (B). Avec la discre´tisation choisie pour
les sphe`res D = 15 voxels, un syste`me de 13503 voxels serait ne´cessaire pour estimer
la perme´abilite´ κB pour une erreur relative de ǫκB = 5% et une porosite´ f ≈ 0.32.
Les VERs en perme´abilite´ sont significativement plus grands que ceux estime´s
en e´lasticite´ ou en conductivite´ thermique [82, 194]. Ces re´sultats sont compare´s avec
ceux obtenus pour un e´coulement de Stokes autour de disques distribue´s ale´atoirement
sans recouvrement [38]. Les auteurs e´tudient la convergence de la perme´abilite´ ap-
parente en fonction de la taille du domaine conside´re´ pour les calculs. Les meilleurs
taux de convergence sont obtenus aux porosite´s les plus faibles (50%), et par in-
versement, les taux de convergence les plus faibles aux plus fortes porosite´s (80%).
En 3D, le VER du mode`le (A) est assez peu sensible a` la porosite´ dans le domaine
de porosite´ 0.5 < f < 0.8, mais augmente quand f s’approche de la limite dilue´e
f > 0.8 (Fig. 10.4). Le comportement observe´ en 2D pour des disques sans recouvre-
ment est de fait quantitativement retrouve´ sur un mode`le Boole´en 3D, mais pour des
intervalles de porosite´ diffe´rents. Fait inte´ressant, [38] lie l’augmentation du VER
avec la taille des canaux situe´s entre les obstacles.
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Figure 10.4 – Symboles : Longueurs normalise´es (par le rayon des sphe`res) du coˆte´
du VER en perme´abilite´ ℓA,Bκ en fonction de la fraction volumique de pores f , pour
les mode`les (A) et (B). Traits e´pais (tirets rouges et traits pleins bleus) : Longueurs
du coˆte´ du VER de la microstructure ℓA,Bf a` la meˆme pre´cision. Segment horizontal
noir : Longueur du coˆte´ ℓ du syste`me le plus repre´sentatif utilise´ pour les calculs avec
L3 = 5123 voxels. Segments verticaux : Seuils de percolation fAc et f
B
c . La pre´cision
relative sur ce graphique est fixe´e a` ǫrel = 5%. L’ensemble des longueurs est donne´
en unite´s de rayons de sphe`res.
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10.1.4 Comportements en limite dilue´e et aux points de per-
colation
Nous conside´rons, dans un premier temps, le comportement de la perme´abilite´
des mode`les (A) et (B) en limite dilue´e f → 1, c’est a` dire pour de tre`s faibles
valeurs de fraction volumique d’obstacles. Les donne´es calcule´es nume´riquement par
FFT sont repre´sente´es en e´chelle log-log Fig. 10.5a (symboles noirs et blancs). Ces
derniers sont compare´s aux expressions analytiques en limite dilue´e donne´es par [152]
et [179] :
κA ≈ κA,dil = 2R
2
9(1− f) , κ
B ≈ κB,dil = 4R
2
9(1− f) log2(1− f) , f → 1 (10.2)
Ces expressions sont valides pour des obstacles et des pores sphe´riques, respective-
ment. Les expressions au premier ordre ci dessus son trace´es Fig. 10.5a en rouge
pour le mode`le (A) et en bleu pour le mode`le (B). Le trait plein noir repre´sente la
borne supe´rieure de Doi [36] calcule´e en utilisant les re´sultats de Torquato [152]. Les
de´veloppements analytiques de l’Eq. 10.2 sont en accord avec les calculs FFT dans
la re´gion 1− f < 10−2. Pour 1− f > 10−2, la perme´abilite´ du mode`le (A) est signi-
ficativement plus faible que celle du de´veloppement en limite dilue´e et que la borne
supe´rieure. De fac¸on analogue, la perme´abilite´ pre´dite par les calculs FFT pour le
mode`le (B) est plus faible que l’expression analytique de l’Eq. 10.2 pour 1−f > 10−2.
Dans le re´gime fortement dilue´ 1−f < 10−2, l’expression analytique de l’Eq. 10.2 et
les calculs FFT pour le mode`le (B) ne sont pas en aussi bonne correspondance que
pour le mode`le (A). Nous soulignons cependant que les particules implique´es dans
le mode`le (B) a` ce niveau de porosite´ ont des formes particulie`rement allonge´es et
que les effets lie´s a` la discre´tisation du milieu doivent eˆtre beaucoup plus importants
dans ce cas. En effet, pour les obstacles le ratio surface (note´e γ) sur volume est
dans ce cas en moyenne |∂γ/∂q| → ∞ quand q = 1 − f → 0 (Eqs. 2.8 et 5.2).
De plus, le de´veloppement asymptotique de l’Eq. 10.2b n’est pas ne´cessairement
exact, contrairement a` celui de l’Eq. 10.2a. Rubinstein et Torquato on conjecture´
que κ ≈ cR2
q log2 q
avec c = 4
9
[152].
Dans un second temps, le comportement de la perme´abilite´ pre`s des points de
percolation est e´tudie´. Ce dernier est repre´sente´ sur la Fig. 10.5b pre`s des points
de percolation f → fAc pour le mode`le (A) et f → fBc pour le mode`le (B). Sur
cette figure, les seuils de percolation sont f → fAc = 3.17%, fBc = 28.95% et la
perme´abilite´ est trace´e en fonction de f − fA,Bc en e´chelle log-log. Nous conside´rons
des volumes discrets de 2563 et 5123 voxels et ajustons des lois de puissances sur les
calculs FFT dans la re´gion d’inte´reˆt |f − fA,Bc | < 0.2 pre`s des points de percolation.
Ces ajustements sont trace´s en rouge et en bleu, respectivement pour le mode`le (A)
et le mode`le (B). Ils indiquent les comportements suivants :
κA ∼ 0.28R2(f − fAc )3.2, κB ∼ 0.18R2(f − fAc )2.0. (10.3)
Les pre´visions de la litte´rature donnent κA ∼ (f−fAc )4 [163] pour le mode`le (A). De
meˆme, un exposant e´gal a` 4 est de´termine´ nume´riquement par [103] pour le mode`le
(A) en utilisant des sphe`res de diame`tre 15 voxels et des volumes de 1003 voxels.
Dans les meˆmes conditions, avec un volume plus grand, nous trouvons un exposant
d’environ 3.5. Dans cette e´tude, la validite´ des ajustements est limite´e a` au plus une
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de´cade. Des calculs sur des syste`mes plus grands seraient ne´cessaires pour confirmer
les valeurs de ces exposants.
Les valeurs nume´riques des exposants autour du point de percolation sont des
estimateurs grossiers en raison de la nature complexe des calculs nume´riques. Ils
indiquent cependant que l’exposant du mode`le (B) est significativement plus faible
que celui du mode`le (A), c’est a` dire qu’au voisinage des points de percolation
respectifs, la perme´abilite´ du mode`le (B) grandit beaucoup plus vite que celle du
mode`le (A), quand f augmente.
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(a)
(b)
Figure 10.5 – Perme´abilite´ κA,B du mode`le (A) repre´sente´e par des disques noirs
et (B) repre´sente´e par des disques blancs en fonction de 1 − f , quand f → 1 (a) et
en fonction de f − fA,Bc quand f & fA,Bc est proche du point de percolation (b). Les
calculs FFT sont effectue´s sur des volumes de 2563 voxels (petits disques) et 5123
voxels (grands disques). Traits pleins : Borne supe´rieure κUB (noir). (a) : Formule
analytique 10.2 pour les mode`les (A) en rouge et (B) en bleu), (b) : Ajustements en
loi de puissance (10.3) des donne´es FFT pour les mode`les (A) en rouge et (B) en
bleu.
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10.1.5 Champs locaux
Dans cette section, nous nous inte´ressons aux cartes des champs de vitesse et de
pression. Les histogrammes de ces champs, la tortuosite´ de leurs lignes de courant
et l’orientation vectorielle seront aussi e´tudie´es.
Cartes et Histogrammes du champ de vitesse
Les cartes de champs des composantes du vecteur vitesse sont repre´sente´es
Tab. 10.1 et Tab. 10.2 pour les mode`les (A) et (B) respectivement. Les cartes
repre´sentent des coupes 2D de 512 × 512 pixels selon le plan (e1, e2). La norme
||u|| du vecteur vitesse ainsi que les composantes de ce vecteur sont repre´sente´es
pour quatre valeurs de porosite´s fixe´es. La composante u1 est paralle`le au gradient
de pression macroscopiquement applique´ a` l’inverse, u2 et u3 repre´sentent des com-
posantes transverses a` ce gradient. Afin de comparer les cartes de champs pour
les diffe´rentes valeurs de porosite´, l’e´chelle de couleur donne les valeurs du champ
situe´ sur le coˆte´ correspondant. Les couleurs bleues et rouges correspondent aux va-
leurs les plus faibles et fortes respectivement, avec des tons interme´diaires jaunes et
verts, la phase solide est repre´sente´e en gris. Afin d’avoir une meilleure impression
des champs, chaque carte de champ a e´te´ seuille´e a` 75% de sa valeur maximale.
Les vraies valeurs extre´males (avant seuillage) sont donne´es entre parenthe`ses et en
petits caracte`res sur l’e´chelle de couleur.
Pour la plus faible valeur de porosite´ fA = 11% du mode`le (A), le champ de
vitesse est localise´ autour de quelques points chauds qui apparaissent en jaune sur
la section 2D Tab. 10.1, colonne 1. Comme nous pouvions nous y attendre, la vitesse
est faible meˆme dans les zones faisant e´tat des plus grands pores. Ces zones sont
en fait, en toute probabilite´, soit de´connecte´es soit trop peu connecte´es des chemins
percolants. A plus forte fraction volumique, fA = 0.22%, la densite´ de points chauds
augmente (composante paralle`le, u1, colonne 2). De plus, la vitesse sur ces points
chauds est plus e´leve´e que pre´ce´demment. En ge´ne´ral, la valeur maximale de la
composante u1 augmente avec la fraction volumique de pores et passe de 0.06 (f
A =
0.22%) a` 3.08 (fA = 11%). La valeur minimale, qui est toujours ne´gative, augmente
aussi avec la fraction volumique de pores, c’est a` dire que les lignes de courant allant
dans le sens oppose´ du gradient de pression deviennent des e´ve´nements de plus en
plus improbables. Pour la plus forte fraction volumique de pores, fA = 0.90, la
composante u1 du vecteur vitesse est tre`s faible dans les re´gions entoure´es de deux
ou trois obstacles tre`s proches les uns des autres (en bleu marine). Cette composante
est aussi significativement plus grande dans les vastes zones poreuses (en rouge).
Ceci sugge`re que meˆme a` haute fraction volumique de pores, seulement une faible
fraction volumique de la porosite´ contribue a` la perme´abilite´ globale. Pour la valeur
de porosite´ fA = 0.90, les composantes transverses u2 et u3 sont beaucoup plus
homoge`nes que u1.
Les motifs observe´s sur la composante u1 du champ de vitesse sont confirme´s
par l’e´tude de son histogramme Fig. 10.6a. Quand f = 90%, l’histogramme de la
composante u1 du champ de vitesse Pu1 est extreˆmement asyme´trique. Un maximum
local est observe´ pour u1 ≡ 0, il correspond aux re´gions localise´es autour des amas
d’obstacles. Un autre maximum local est releve´ pour des valeurs plus e´leve´es de
la vitesse u1 ≈ 0.6 et correspond lui a` la vitesse ge´ne´ralement retrouve´e dans les
pores participant activement a` l’e´coulement. Pour des fractions volumiques de pores
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(a) (b)
Figure 10.6 – (a) Histogramme de la composante paralle`le du champ de vitesse
u1 das le mode`le (B), pour trois fractions volumiques de pores, en e´chelle lin-log.
(b) Histogramme de la composante transverse du champ de vitesse u2 das le mode`le
(B) pour les meˆmes fractions volumiques, en e´chelle lin-log.
plus faibles, l’histogramme de la composante u1 du champ de vitesse est tre`s peu
asyme´trique, son unique maximum est situe´ en u1 = 0 ce qui pre´suppose de la
nature chahute´e de l’e´coulement. Les histogrammes des composantes transversales
u2 et, de fac¸on e´quivalente, u3 sont trace´s Fig. 10.6b. Comme pour la composante
paralle`le, un maximum tre`s pique´ est releve´ en u2;3 = 0. A l’exception de la fraction
volumique la plus e´leve´e (f = 0.95) sur la Fig. 10.6b, les composantes transverses
































































fA = 0.16 fA = 0.23 fA = 0.53 fA = 0.88
0.12 0.15 0.47 2.45
(0.16) (0.21) (0.62) (3.26)
0.9 0.12 0.36 1.83
‖u‖ 0.6 0.8 0.24 1.22
0.3 0.4 0.12 0.61
(0.0) (0.0) (0.0) (0.0)
0.0 0.0 0.0 0.0
0.09 0.14 0.46 2.42
(0.12) (0.18) (0.61) (3.23)
0.08 0.11 0.35 1.82
u1 0.04 0.07 0.23 1.21
0.01 0.04 0.11 0.6
(-0.05) (-0.05) (-0.06) (-0.04)
0.0 0.0 0.0 0.0
0.08 0.09 0.25 1.12
(0.11) (0.12) (0.33) (1.5)
0.05 0.06 0.15 0.8
u2 0.0 0.0 0.0 0.0
-0.05 -0.06 -0.15 -0.8
(-0.12) (-0.12) (-0.35) (-1.30)
-0.08 -0.09 -0.25 -1.12
0.09 0.09 0.26 0.86
(0.11) (0.11) (0.34) (1.15)
0.06 0.06 0.15 0.5
u3 0.0 0.0 0.0 0.0
-0.06 -0.06 -0.15 -0.5
(-0.11) (-0.13) (-0.34) (-1.6)
-0.09 -0.09 -0.26 -0.86
Table 10.1 – Cartes des champs du vecteur vitesse u calcule´ dans le mode`le (A) par FFT : coupes 2D de 512× 512 pixels, dans le plan
(e1, e2) ou` e1 est oriente´ de gauche a` droite sur les images et e2 de haut en bas. Premie`re ligne : norme ||u||, lignes 2−4 : composantes u1, u2
et u3 resp. pour des fractions volumiques de pores croissantes f = 11%, 22%, 52%, 90% (colonnes 1−4 resp.). Un gradient macroscopique












































fA = 0.30 fA = 0.43 fA = 0.68 fA = 0.95
0.12 0.15 0.47 2.45
(0.37) (0.53) (0.55) (1.56)
0.21 0.30 0.30 0.90
‖u‖ 0.14 0.20 0.20 0.60
0.07 0.10 0.10 0.30
(0.0) (0.0) (0.0) (0.0)
0.0 0.0 0.0 0.0
0.09 0.14 0.46 2.42
(0.32) (0.49) (0.55) (1.53)
0.24 0.37 0.42 1.15
u1 0.16 0.25 0.27 0.77
0.08 0.12 0.13 0.38
(-0.16) (-0.20) (-0.08) (-0.04)
0.0 0.0 0.0 0.0
0.08 0.09 0.25 1.12
(0.25) (0.37) (0.40) (0.58)
0.09 0.14 0.15 0.22
u2 0.0 0.0 0.0 0.0
-0.09 -0.14 -0.15 -0.22
(-0.34) (-0.32) (-0.34) (-0.57)
-0.19 -0.28 -0.31 -0.44
0.09 0.09 0.26 0.86
(0.34) (0.33) (0.38) (0.51)
0.12 0.12 0.15 0.19
u3 0.0 0.0 0.0 0.0
-0.12 -0.12 -0.15 -0.19
(-0.30) (-0.36) (-0.36) (-0.59)
-0.25 -0.24 -0.29 -0.38
Table 10.2 – Suite du Tab. 10.1 : Cartes des champs du vecteur vitesse u calcule´ dans le mode`le (B) par FFT.
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Lignes de courant et orientation du champ de vitesse
Nous calculons les lignes de courant a` partir des champs de vitesse 3D. Les
lignes de courant sont par de´finition les chemins en tout point paralle`les au vecteur
vitesse. Ces lignes de courant traversent le milieu de part en part en reliant le
plan d’e´quation x1 = −L/2 a` celui d’e´quation x1 = L/2. La tortuosite´ des lignes
de courant τA,B est repre´sente´e sur la Fig. 10.7a pour les mode`les (A) et (B) en
fonction de la fraction volumique de pores. Elle est compare´e sur cette meˆme figure
a` la tortuosite´ ge´ome´trique τA,BGeo . Chaque point correspond a` une re´alisation d’un
milieu ale´atoire et diffe´rents symboles sont utilise´s pour diffe´rencier les diffe´rentes
tailles de syste`mes utilise´es. Les segments verticaux en pointille´s repre´sentent les
seuils de percolation pour lesquels τ =∞. Pour le mode`le (A), dans la re´gion proche
du point de percolation (fA < 30%), les domaines utilise´s dans cette e´tude (L = 256
et L = 512 voxels) sont trop petits et les re´sultats affichent de tre`s fortes variations.
La tortuosite´ est en tous cas une fonction de´croissante de la fraction volumique f .
On observe Fig. 10.7a que la tortuosite´ des lignes de courant du mode`le (A) est
de tre`s peu infe´rieure a` celle du mode`le (B), dans la limite de fractions volumiques
e´loigne´es des seuils de percolation. Comme on pouvait s’y attendre il existe une
corre´lation directe entre une faible valeur de tortuosite´ des lignes de courant et une
forte perme´abilite´. La relation d’ordre, a` une fraction volumique de pores f donne´e,
entre les tortuosite´s du mode`le (A) et (B) se retrouve dans leurs perme´abilite´s
(Fig. 10.2). Fait plus surprenant, la perme´abilite´ associe´e au mode`le (A) est sur
un large domaine, a` fraction volumique de pores f donne´e, deux a` trois fois plus
grande que celle du mode`le (B) alors que la diffe´rence en termes de tortuosite´ est
elle beaucoup plus faible.
A porosite´ donne´e, la tortuosite´ morphologique de´duite des chemins ge´ode´siques
est beaucoup plus petite que celle de la tortuosite´ calcule´e a` partir de l’e´coulement
du fluide, ce qui implique que la perme´abilite´ ne peut pas eˆtre pre´dite directement
a` partir de la tortuosite´ ge´ome´trique τGeo. La tortuosite´ statique τ
A,B
0 [77, 76] relie´e








sont repre´sente´es sur la Fig. 10.7b. Elles sont calcule´es comme des fonctions de la
porosite´ f pour chacun des mode`les (A) et (B). La tortuosite´ τA,B0 est beaucoup plus
grande que celle calcule´e a` partir des lignes de courant τA,B, et particulie`rement dans
le domaine de la limite dilue´e f ≈ 1.
Le comportement tortueux du champ de vitesse a` faible porosite´ est confirme´
par la covariance des orientations Cα(h) trace´e Fig. 10.8 pour le mode`le (A). Cette
dernie`re de´croit en fonction de h a` faible fraction volumique de pores pour rester
quasiment constante quand h ≥ hc, ou` hc de´pend de f . La longueur hc repre´sente la
longueur caracte´ristique des re´gions dans lesquelles le champ de vitesse est corre´le´
du fait de la viscosite´ du fluide. Au dela` de hc la valeur constante de la covariance
Cα(h) est le re´sultat d’un effet macroscopique. Nous rappelons que la direction
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Figure 10.7 – (a) Tortuosite´ τA,B des lignes de courant calcule´es graˆce aux donne´es
FFT pour les mode`les (A) et (B), repre´sente´e par des disques et des cercles respec-
tivement. Losanges : Tortuosite´ ge´ome´trique τA,BGeo . (b) Tortuosite´ visqueuse τ
A,B
0 en
fonction de la porosite´ f (triangles) pour les mode`les (A) et (B) en bleu et rouge res-
pectivement. Carre´s : tortuosite´ τA,BMatyka de´finie selon l’Eq. 10.5. Un agrandissement
de cette figure dans la re´gion f . 1 est propose´.
globale suivie par le fluide correspond a` celle du gradient de pression macroscopique
impose´. Comme attendu, la valeur limite de Cα(h) augmente avec f , car le chemin
suivi par le fluide est tortueux pre`s du point de percolation alors que la taille des
canaux est amene´e a` augmenter avec f . Dans la limite f = 1, nous nous attendons
a` avoir Cα(h) ≡ 1, un re´sultat compatible avec un e´coulement de Poiseuille.
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Figure 10.8 – Covariance des orientations du vecteur vitesse Cα(h) pour le mode`le
(A), pour des valeurs croissantes de porosite´ f .
10.1.6 Conclusions
Dans cette e´tude nume´rique, nous avons utilise´ une me´thode FFT de calcul de
champs en e´coulement de Stokes afin d’estimer la perme´abilite´ de deux mode`les
Boole´ens 3D simples, dans lesquels le fluide s’e´coule dans des sphe`res (A) ou bien
dans leur comple´mentaire (B). Des grandes tailles de syste`mes ont e´te´ utilise´es afin
d’effectuer les calculs, en particulier pre`s des points de percolation. Pour une frac-
tion volumique de pores 5% plus grande que le seuil de percolation et une pre´cision
relative de 5% pour la perme´abilite´, les tailles de VER deviennent plus grandes que
80 fois le rayon des sphe`res. Aucune expression analytique permettant d’estimer
correctement la perme´abilite´ n’a e´te´ trouve´e pour ces mode`les. La valeur des tortuo-
site´s de lignes de courant est comparable pour les deux mode`les, a` l’exception des
points s’approchant des seuils de percolation. Ce re´sultat est en contraste avec les
valeurs observe´es en tortuosite´ ge´ome´trique, qui sont significativement plus faibles
que celles observe´es sur les lignes de courant. La perme´abilite´, a` porosite´ donne´e,
est diffe´rente pour les deux mode`les. La plus grande est obtenue pour le mode`le (A)
d’obstacles sphe´riques pour lequel le seuil de percolation de la phase poreuse est le
plus faible. De plus, comme souligne´ par les cartes de champs et les histogrammes,
pour des fractions volumiques moyennes de pores, le champ de vitesse est homoge`ne
et de valeur tre`s faible dans les re´gions localise´es entre des amas d’obstacles. Les
histogrammes du vecteur vitesse sont ge´ne´ralement non-gaussiens (fort Kurtosis).
Ceci confirme que la perme´abilite´, une proprie´te´ fortement de´pendante de la micro-
structure, n’est pas seulement affecte´e par la tortuosite´ mais aussi par la distribution
de taille des canaux et par les surfaces spe´cifiques.
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10.2 E´coulement de Stokes : Mode`les Boole´ens de
cylindres
Cette section est consacre´e a` un travail nume´rique et analytique portant sur la
perme´abilite´ de milieux Boole´ens de cylindres a` section circulaire. On conside`re les
deux cas de cylindres tre`s allonge´s ou tre`s aplatis. L’e´coulement du fluide se fait a`
l’exte´rieur ou encore a` l’inte´rieur des cylindres. L’e´quation de Stokes est re´solue par
me´thode de Fourier sur des microstructures binarise´es et les perme´abilite´s calcule´es.
Le comportement de la perme´abilite´ d’un mode`le Boole´en de cylindres au voisinage
de la limite dilue´e est e´tudie´ au moyen de bornes analytiques et les re´sultats discute´s.
10.2.1 Pre´sentation de l’e´tude
Comme nous l’avons vu, plusieurs algorithmes nume´riques par me´thode de Fou-
rier ont e´te´ re´cemment de´veloppe´s pour re´soudre le proble`me de l’e´coulement d’un
fluide satisfaisant l’e´quation de Stokes [190, 121, 14]. Ces me´thodes prometteuses,
qui s’appuient sur des images binarise´es de microstructures sans maillage sont en
particulier utiles pour pre´dire le comportement et la perme´abilite´ de mate´riaux a`
partir de mode`les ou de micro-tomographies segmente´es en 3D. Elles ont e´te´ ap-
plique´es pour le calcul de la perme´abilite´ dans les textiles [148, 51], les mousses
ce´ramiques [146] ou dans la pre´sente the`se, dans les mate´riaux pour piles a` combus-
tible (voir Partie IV et [104]), graˆce a` des mode`les 3D.
Les calculs nume´riques sur des microstructures 3D sont e´galement utiles pour
e´tudier la validite´ des the´ories d’homoge´ne´isation ou formules empiriques comme
celle de Carman-Kozeny [24, 88] ou la borne supe´rieure de Doi [36, 183] qui repose
sur les fonctions de corre´lations, ou encore sur les de´veloppements de Taylor dans
la limite dilue´e (forte porosite´) [152]. A` ce titre, le mode`le Boole´en de sphe`res a e´te´
e´tudie´ dans la litte´rature [103] et, s’ave`re proche de l’approximation de Carman-
Kozeny, comme nous l’avons vu, dans une large plage de valeurs de la porosite´,
tandis que la borne supe´rieure de Doi n’est inte´ressante que dans la limite dilue´e,
c’est-a`-dire pour une fraction faible d’obstacles.
La perme´abilite´ de milieux pe´riodiques (re´seau re´gulier d’obstacles) a e´te´ tre`s lar-
gement e´tudie´e, a` la fois du point de vue expe´rimental, the´orique et nume´rique [102,
147, 173, 202, 161]. Plus re´cemment, on s’est inte´resse´ a` plusieurs mode`les de milieux
fibreux ale´atoires, ou` le fluide s’e´coule autour d’obstacles cylindriques. La plupart des
me´thodes the´oriques d’homoge´ne´isation s’appliquent aux milieux pe´riodiques. Ce-
pendant, comme la construction de champs tests, elle ne peuvent pas eˆtre mises en
œuvre dans les milieux ale´atoires. On utilise alors des me´thodes nume´riques, notam-
ment celles de Lattice Boltzmann, et des comparaisons avec les formules analytiques
obtenues pour des re´seaux d’obstacles re´guliers. Dans l’une de ces e´tudes [66], une
approximation analytique est propose´e pour des milieux fibreux ale´atoires. Cette
approximation est valable dans le cas de porosite´s infe´rieures a` environ 25% [28]. Un
milieu fibreux proche de celui observe´ dans le papier a e´galement e´te´ e´tudie´ dans [86].
Des calculs nume´riques pousse´s ont e´te´ entrepris [27] sur des mode`les de sphe´ro¨ıdes
allonge´s avec divers rapport d’aspect. Plus re´cemment, on a utilise´ la me´thode Lat-
tice Boltzmann pour le calcul de la perme´abilite´ dans des mode`les d’obstacles cylin-
driques [174]. Dans l’une de ces e´tudes [130], plusieurs mode`les obtenus a` partir de
re´seaux ale´atoires de cylindres ont e´te´ e´tudie´s. Une loi empirique a e´te´ propose´e pour
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la perme´abilite´, reposant la`-encore sur l’analyse de re´seaux re´guliers de cylindres [49].
L’effet de la courbure des cylindres est faible compare´ a` l’effet du rapport d’aspect.
Un travail combine´ comportant calculs nume´riques et mesures expe´rimentales por-
tant sur les milieux fibreux figure dans [148]. Les auteurs ont en particulier e´tudie´
le domaine de validite´ des approximations analytiques. Le cas inverse d’un fluide
s’e´coulant a` l’inte´rieur de cylindres a fait l’objet d’un nombre beaucoup plus res-
treint d’e´tudes, on le trouve ne´anmoins dans [111]. Des syste`mes de cylindres apla-
tis sont l’objet d’e´tudes pour des applications hydro-ge´ologiques et portant sur les
roches fracture´es notamment. Plusieurs e´tudes nume´riques et the´oriques ont e´te´ en-
treprises [87, 90]. Parmi les facteurs ge´ome´triques qui influencent la perme´abilite´,
plusieurs auteurs ont souligne´ le roˆle des re´gions de contact [12] ou encore la distri-
bution d’e´paisseurs des fractures [128].
Dans cette section, une e´tude nume´rique syste´matique du mode`le Boole´en de
cylindres est entreprise. On s’inte´resse en particulier a` la perme´abilite´, aux distribu-
tions des champs de vitesse et a` diverses bornes analytiques. Le mode`le de micro-
structure est rappele´ Sec. 10.2.2. Les re´sultats nume´riques par FFT sont pre´sente´s
en Sec. 10.2.3 avec la perme´abilite´ des divers mode`les ainsi que des exemples de
cartes des champs. Les bornes analytiques sont calcule´es en Sec. 10.2.4 pour des
e´coulements dans les mode`les Boole´ens de cylindres dans la limite dilue´e.
10.2.2 Perme´abilite´ des mode`les ale´atoires de cylindres
Mode`le Boole´en de cylindres
Les microstructures e´tudie´es ici sont des mode`les Boole´ens de cylindres, construits
a` partir d’un grain primaire cylindrique et d’un processus de point de Poisson [115]
d’intensite´ θ (voir Sec. 5.1). Dans ce travail, le grain primaire est un cylindre de
section circulaire de rayon r et de hauteur h. L’axe du cylindre est oriente´ selon
une loi de distribution uniforme sur la sphe`re, de sorte que le mode`le Boole´en soit
isotrope et sa perme´abilite´ un scalaire.
La fraction volumique de cylindres p varie de 0 a` 1 et est donne´e par [108] :
p = 1− q = 1− exp (−θV0) , (10.6)
ou` V0 = πr
2h est le volume d’un cylindre. Le mode`le Boole´en de cylindres de´pend
donc de θ, h et r, ou, de manie`re e´quivalente, de q, h et r. Dans la suite, des
cylindres de grand rapport d’aspect h/r sont e´tudie´s, avec p fixe´, comme de´taille´
ci-dessous. Les microstructures de´pendent donc de deux parame`tres seulement, la
fraction volumique de cylindres p et une taille caracte´ristique du cylindre, r ou h.
Conside´rons tout d’abord le cas r ≪ h (mode`les de cylindres allonge´s). Deux
configurations sont possibles : cylindres poreux (A) : le fluide s’e´coule a` l’inte´rieur
des cylindres ; ou bien les cylindres obstacles (B) : le fluide s’e´coule en dehors des
cylindres. Soit f la fraction volumique de pores (ou` le fluide s’e´coule) de telle sorte
que f = p (mode`le A) et f = 1 − p (mode`le B). Un e´coulement macroscopique est
permis si les cylindres percolent (A) ou` si le comple´mentaire des cylindres percole
(B). L’intervalle de valeurs utiles pour f est donc : fAc ≤ f ≤ 1 et fBc ≤ f ≤ 1 avec
fAc , f
B les seuils de percolation associe´s a` chaque phase. On note cependant que
fAc → 0 lorsque r/h→ 0 comme cela a e´te´ de´montre´ pour des sphe´ro¨ıdes [74] et des
ellipso¨ıdes [48]. De meˆme, les cylindres deviennent des baˆtonnets tre`s fins lorsque
r/h→ 0 et on s’attend a` fBc → 0 dans la meˆme limite.
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Figure 10.9 – Milieux Boole´ens A, B (a) et C (b).
Dans un deuxie`me temps, on conside`re la limite h ≪ r (cylindres aplatis). La
configuration d’inte´reˆt est celle des cylindres poreux (C) : le fluide s’e´coule dans les
cylindres. Dans le cas h ≪ r, les cylindres ont asymptotiquement la meˆme forme
que des sections situe´es entre des plans paralle`les (mais oriente´es ale´atoirement). Le
seuil de percolation fCc tend donc vers 0 (voir [62] pour une e´tude sur la connectivite´
de ces syste`mes). Ainsi, f est de´fini dans l’intervalle [fCc ; 1] ≈ [0; 1]. On note que, si
r =∞, le mode`le inverse´ du fluide s’e´coulant a` l’exte´rieur des cylindres ne pre´sente
pas d’inte´reˆt puisque le milieu englobant les cylindres ne percole pas.
Dans la suite, on ge´ne`re des microstructures pour les mode`les (A), (B) et (C)
sur des grilles de taille L3 voxels avec L = 512. Les plus grandes dimensions des
cylindres sont fixe´es a` 512 voxels dans tous les cas, c’est-a`-dire que h = L pour les
mode`les A et B et r = L/2 pour le mode`le C. Dans les configurations (A) et (B),
on prend en outre r = 3 voxels, de manie`re a` garder un rapport d’aspect important
avec une section qui s’approche d’un disque. En comparaison, les rayons varient de
6 a` 12 unite´s de re´seau dans des microstructures contenant 1003 a` 3003 e´le´ments
dans l’e´tude [28] (ces valeurs sont justifie´es par les auteurs par des conside´rations
the´oriques sur les e´coulements). De meˆme, la valeur de h pour le mode`le (C) est fixe´e
a` h = 4 voxels. Le rapport d’aspect est donc de h/r = 171 (A, B) et r/h = 0.008 (C).
Des sections de microstructures utilise´es pour les mode`les A, B et C sont illustre´es
en Fig. 10.9.
10.2.3 Re´sultats FFT : perme´abilite´
On conside`re, comme dans la section pre´ce´dente, l’e´coulement d’un fluide de vi-
tesse u satisfaisant l’e´quation de Stokes avec p(x) la pression au point x. La` encore
la diffe´rence de pression macroscopique est oriente´e le long de l’axe e1 d’un syste`me
de coordonne´es carte´siennes. Le proble`me est re´solu nume´riquement a` l’aide de l’al-
gorithme FFT-Stokes [190]. Le nombre d’ite´rations pour re´soudre chaque proble`me
varie de 15, 000 a` environ 35, 000, e´tant donne´ un crite`re d’erreur fixe´ a` η = 10−6
(voir [190] pour des de´tails de l’algorithme FFT). Chaque calcul a pris environ 2
jours sur une machine a` 16 cœurs et un code paralle´lise´.
Les re´sultats sont compare´s a` l’estimation de Carman-Kozeny (Eq. 10.1). Pour
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les mode`les Boole´ens (A), (B) et (C), nous avons [109] :








q log q, (10.7)
avec S0/V0 le rapport surface/volume d’un cylindre seul.
Les re´sultats FFT pour la perme´abilite´ des mode`les (A) et (B) sont donne´s
en Fig. 10.10. Les re´sultats du mode`le B (fluide s’e´coulant autour des cylindres)
sont qualitativement similaires aux re´sultats nume´riques obtenus dans [28] pour des
cylindres de rapport d’aspect r/h ≈ 0.034, soit 4 fois plus faible que celui utilise´ dans
le pre´sent travail. Les auteurs distinguent trois re´gimes. Le re´gime concentre´ (f ≤
0.5), interme´diaire (0.5 ≤ f ≤ 0.8) et semi-dilue´ (0.8 ≤ f). Le re´gime interme´diaire
correspond a` une loi de puissance de κ en fonction de la porosite´ κ ∼ − log f .
Nos donne´es pre´sentent une loi similaire dans la re´gion 0.4 ≤ f ≤ 0.8 avec une
de´croissance plus faible de κ en fonction de f dans le re´gime concentre´ (f ≤ 0.3).
Les re´sultats FFT pour le mode`le B sont e´galement proches de l’approximation de
Carman-Kozeny (Eq. 10.1) dans une re´gion e´tendue 0.3 ≤ f ≤ 0.9 (trait plein en
noir). Cette approximation fait bien sur usage des re´sultats de Matheron (Eq. 10.7)
sur la surface spe´cifique. Comme on s’y attend, l’estimation de Carman-Kozeny
n’est pas valable dans les re´gimes concentre´s et dilue´s. Pour le mode`le (B), on utilise
l’estimation de Jackson-James [66], propose´e pour les milieux fibreux dans le re´gime
dilue´ f ≈ 1 (trait plein en vert).
Des re´sultats similaires sont obtenus pour les mode`les (A) et (C) (Figs. 10.10
et 10.11). Les donne´es FFT sont proches des estimations de Carman-Kozeny Eq. 10.1.
L’approximation est en particulier excellente pour le mode`le C, excepte´ dans deux
re´gions e´troites correspondant aux re´gimes concentre´s et dilue´s.
Des histogrammes de la composante du champ de vitesse u1 sont repre´sente´s en
Fig. (10.12) pour les divers mode`les. Il est remarquable que la forme des distributions
soit diffe´rente en fonction des mode`les, en particulier entre les mode`les (A) et (B).
Les champs montrent une concentration importante du champ de vitesse autour de
certaines re´gions isole´es, pour tous les mode`les et valeurs de porosite´s, sauf dans les
re´gimes dilue´s. Des cartes du champ de vitesse a` certaines porosite´s sont donne´es en
Fig. (10.13).
10.2.4 Borne supe´rieure pour la perme´abilite´ d’un mode`le
Boole´en de cylindres aplatis
Dans cette section, nous calculons certaines bornes supe´rieures pour la perme´abilite´
d’un mode`le Boole´en de cylindres du type aplati comme dans le mode`le (C). On
rappelle que le fluide s’e´coule dans les cylindres uniquement. Les re´sultats de cette
section reposent sur les re´sultats exacts obtenus pour un covariogramme de cylindres
(voir Annexe A). Les microstructures avec cylindres de type allonge´ (h ≫ r), rele-
vant des mode`les A et B, ont des fonctions covariance plus complexes et ne sont pas
traite´es ici.
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Figure 10.10 – Perme´abilite´ κ en fonction de la porosite´ f pour un e´coulement
de Stokes a` l’inte´rieur et a` l’exte´rieur d’un mode`le Boole´en de cylindres allonge´s.
Symboles : re´sultats FFT, ligne pleine : approximation de Carman-Kozeny.
Figure 10.11 – Perme´abilite´ κ en fonction de la porosite´ f pour un e´coulement
de Stokes a` l’inte´rieur et a` l’exte´rieur d’un mode`le Boole´en de cylindres aplatis.
Symboles : re´sultats FFT, ligne pleine : approximation de Carman-Kozeny
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(a) (b)
(c)
Figure 10.12 – Histogrammes de la composante u1 du champ de vitesse paralle`le
au gradient de pression macroscopique, pour les mode`les A (a), B (b) et C (c). Les
courbes dans chaque figure correspondent a` diffe´rentes valeurs de la porosite´. Les
distributions e´tale´es sont centre´es sur la droite (fortes porosite´s) et les distributions
resserre´es sur la gauche (faibles porosite´s).
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(a) (b) (c)
Figure 10.13 – Sections 2D de la composante u1 du champ de vitesse selon un plan
normal a` e3 pour les mode`les A (a), B (b) et C (c). Les porosite´s sont respectivement
f = 50%, 43% et 14%. Les plus fortes valeurs de champs sont indique´es en jaune et
les plus faibles en noir avec les valeurs interme´diaires en bleu et vert.
avec s la surface spe´cifique de l’interface vide-solide, et Fvv, Fsv et Fss les fonctions
de corre´lation volume-volume, surface-volume et surface-surface :
Fvv(t) = 〈Z(x)Z(x+ tu)〉u, (10.9)
Fsv(t) = 〈|∇Z(x)|Z(x+ tu)〉u, (10.10)
Fss(t) = 〈|∇Z(x)||∇Z(x+ tu)|〉u. (10.11)
Ci-dessus, Z est la fonction indicatrice de l’ensemble comple´mentaire Bc de B
(les obstacles ou phase solide), ∇ est l’ope´rateur gradient et u est un vecteur unite´
(|u| = 1). La quantite´ Fvv est donne´e par la probabilite´ que deux points se´pare´s de
t se situent tous deux dans Bc. Les quantite´s Fsv et Fss s’interpre`tent e´galement en
termes de probabilite´ en remplac¸ant l’interface de B par une interphase d’e´paisseur
tre`s faible δ. La quantite´ Fsv est alors proportionnelle a` la probabilite´ (divise´e par
δ) qu’un point se situe dans Bc et l’autre dans l’interphase. La quantite´ Fss est
de meˆme lie´e a` la probabilite´ que deux points se situent dans l’interphase. La for-
mule (Eq. 10.8) est une borne rigoureuse qui pre´dit une correction exacte au pre-
mier ordre dans la limite dilue´e q → 0 pour la perme´abilite´ d’un milieu a` obstacles
sphe´riques [152].
La fonction de corre´lation Fvv d’un mode`le Boole´en de cylindres est donne´e
par [109] :
Fvv(t) = P {z /∈ B, z+ t /∈ B, |t| = t} = q2− k(t; h, r), (10.12)
avec k(t; h, r) le covariogramme moyen normalise´ d’un cylindre d’orientation uni-
forme (voir Annexe A).
Cas r =∞
On conside`re tout d’abord le cas de cylindres infiniment aplatis avec r = ∞.
On note que h et q restent finis dans cette limite. Ainsi, l’intensite´ du processus
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de points de Poisson θ tend vers 0 d’une manie`re inversement proportionnelle au
volume du cylindre. En effet, θ est relie´ a` q par [109] :
q = exp
(−θπr2h) , (10.13)
de sorte que θ ∼ 1/r2 → 0. Ainsi, cette microstructure limite est forme´e d’un
ensemble de cylindres de tre`s grande dimension, oriente´s ale´atoirement avec une tre`s
faible densite´ (en nombre par unite´ de volume), de sorte que la fraction volumique
de cylindres reste finie. Cette microstructure limite peut eˆtre compare´e a` un mode`le
de plans Poissonniens (ou` des dilatations de celui-ci). On peut se reporter a` [68]
pour des re´sultats the´oriques sur ce dernier.
Le covariogramme s’e´crit :
k(t; h, r) =
{
1− t/(2h), t < h,
h/(2t), t > h.
(10.14)
Les formules utiles pour le calcul de Fsv et Fss dans les milieux Boole´ens sont
similaires a` celles correspondant a` Fvv [178, 151] mais plus complexes. Celles-ci
ne´cessitent le calcul des de´rive´es premie`re et seconde a` h′ = h de la fonction sui-
vante :
k(t; h, h′) = E




ou` C est une section entoure´e par deux plans paralle`les a` une distance h, C ′ a` une
distance h′ et C ′−t est le translate´ de C
′ d’un vecteur −t oriente´ ale´atoirement. Les
calculs aboutissent a` :




[h/2− h′ + (h′ + t)2/(2h)], t < h,
1
t
[h+ h′2/(2h) + (t/h− 1)(h+ h′)], t > h. (10.16)













de sorte que l’inte´grale (Eq. 10.8) diverge et la borne supe´rieure est infinie.
Cas r fini
Nous recherchons maintenant a` calculer une borne supe´rieure pour un milieu
Boole´en de cylindres de rayon r fini. L’expression exacte de k pour les cylindres est
donne´e en Annexe A. Bien que la formule soit simple lorsque r est infini (Eq. 10.14),
l’expression ge´ne´rale pour r et h fini fait intervenir des fonctions ge´ne´ralise´es inte´grales
elliptiques. Pour simplifier ces expressions, celles-ci sont de´veloppe´es dans la limite
r ≫ h jusqu’a` O((h/r)3). On obtient :

























, t > h. (10.18b)
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Figure 10.14 – Covariogramme normalise´ et moyenne´ k d’un cylindre de rayon r = 1
et hauteur h = 1 : comparaison entre les re´sultats exacts (noir) et l’approximation
de l’Eq. A.4 (rouge).
Cette approximation (Eq. A.4) est valable au-dela` du domaine r ≫ h. Elle est en
fait excellente tant que r > h. L’erreur maximale entre l’Eq. A.4 et le re´sultat exact
est obtenue pour t ' h pour tout r > h. Comme on s’y attend, celle-ci de´croit et
tend vers 0 lorsque r/h → ∞. Elle vaut moins de 1.1% pour r = h (Fig. 10.14) et
0.1% pour r = 4h. L’erreur est bien plus faible lorsque t 6≈ h.
Le calcul des bornes de Doi dans ce cas ne´cessite le calcul du volume de l’in-
tersection entre deux cylindres de rayons et hauteurs diffe´rents ce qui s’ave`re trop










Pour des cylindres avec r > h, on remplace Fvv par l’Eq. 10.12 et en utilisant































La borne supe´rieure est utile seulement dans la limite dilue´e. En fait, celle-ci sur-
estime largement les donne´es FFT pour les porosite´s calcule´es (Fig. 10.11) (non
repre´sente´). Son inte´reˆt re´side dans le re´gime dilue´ q → 0. On fixe r et de´veloppe














+O(1), q → 0. (10.21)
On retrouve, au plus petit ordre, un re´gime asymptotique en κ ∼ 1/[q log2 q], une
correction du meˆme ordre que celle obtenue dans le cas du mode`le de sphe`res
(Eq. 10.2b). Cette correction est plus importante que celle pre´dite par le mode`le
de James-Jackson [66] qui donne ∼ −1/[q log q] comme premie`re correction. On rap-
pelle cependant que celle-ci est valable pour un mode`le de fibres (cylindres allonge´s).
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De plus, cette correction est elle-meˆme plus importante que celle obtenue dans le
cas d’obstacles sphe´riques ∼ 1/q.
Il est inte´ressant de constater que la seconde correction dans l’Eq. 10.21 est
proportionnelle a` 1/(−√q log q). Une de´pendance similaire avec un exposant frac-
tionnaire apparaˆıt dans le de´veloppement de la perme´abilite´ dans la limite dilue´e
d’un re´seau ale´atoire de sphe`res qui ne s’interpe´ne`trent pas, obtenu par une me´thode








q +O(q log q)
]
, q → 0, (10.22)
ou` a est le rayon des sphe`res. Le terme en
√
q est lie´ aux effets de screening hydro-
dynamique [17, 172]. Pour un assemblage de sphe`res de fraction volumique faible,
aucun terme de ce type n’est pre´dit par la borne (Eq. 10.19) ou la borne de Doi [36]
comme indique´ dans [152]. Ce terme apparaˆıt ne´anmoins pour des mode`les de par-
ticules non-sphe´riques comme ceux conside´re´s ici. On note que dans ce mode`le, le
fluide s’e´coule dans les cylindres. Dans la limite dilue´e en solide, les obstacles sont
forme´s d’une varie´te´ de formes complexes, avec des rapports surface/volume tre`s
grands.
Bien que la borne de l’Eq. 10.19 soit en ge´ne´rale moins pre´cise que celle de Doi
qui s’appuie sur les corre´lations surface-surface [152], les deux sont utiles dans la
limite dilue´e. La premie`re correction pre´dite par la borne de Doi est exacte pour
des mode`les Boole´ens de sphe`res solides. La borne de Berryman-Milton (Eq. 10.19)
pre´dit une correction ∼ a2/q exacte a` un pre´-facteur constant pre`s. Le pre´-facteur
est le´ge`rement surestime´, et vaut 4/15 ≈ 0.27 au lieu de 2/9 ≈ 0.22 pour le re´sultat
exact.
On conside`re maintenant la limite r →∞ puis dans un second temps le fait que
q → 0 dans l’Eq. 10.20 :
κ ≤ −8hr
9π
log q +O(1), r →∞. (10.23)
Le de´veloppement ci-dessus de´pend de r a` l’inverse de l’Eq. 10.22 et tend vers +∞
pour r →∞. Ce re´sultat explique celui obtenu pre´ce´demment pour la borne de Doi
avec r = ∞. Lorsque l’on prend les limites r → ∞ et q → 0, diffe´rents re´gimes
sont obtenus selon l’ordre dans lequel les limites sont prises. Ces deux re´gimes
apparaissent clairement lorsqu’on repre´sente la perme´abilite´ en fonction de q en
coordonne´es log-log (Fig. 10.15) pour diffe´rentes valeurs de r. Le changement de
re´gime apparaˆıt lorsque r ≈ rc(q) ou de manie`re e´quivalente q ≈ qc(r). Ces fonc-
tions sont obtenues en e´galant les deux corrections au premier ordre dans l’Eq. 10.21)
et l’Eq. 10.23 :
rc =
3πh
qc(− log qc)3 . (10.24)
Lorsque r ≫ rc(q), ou encore q =≪ qc(r), la perme´abilite´ satisfait le re´gime de
l’Eq. 10.23. Le de´veloppement (Eq. 10.21) apparaˆıt quant a` lui dans le domaine
r ≪ rc(q) ou q =≫ qc(r).
Des comparaisons avec des re´sultats FFT sont ne´cessaires pour confirmer ou
infirmer l’existence de ces re´gimes, et permettre leur e´lucidation. Les temps de calcul
sont ne´anmoins encore prohibitifs dans ce type de configuration dilue´e.
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Figure 10.15 – Borne de Berryman-Milton (Eq. 10.19) pour la perme´abilite´ κ d’un
mode`le Boole´en de cylindres aplatis de hauteur h = 1 et rayon r = 102, 103, 104
vs. fraction volumique de solide q, en coordonne´es log-log (noir). Trait plein vert :
de´veloppement r →∞ (Eq. 10.23). Trait plein rose : limite dilue´e q → 0 (Eq. 10.22).
10.2.5 Conclusions
Dans cette section, la perme´abilite´ de divers mode`les Boole´ens de cylindres a`
grand rapport d’aspect a e´te´ calcule´e, le fluide s’e´coulant a` l’inte´rieur ou a` l’exte´rieur
des cylindres. Les cylindres aplatis ou allonge´s sont similaires a` des mode`les de plans
ou de lignes d’e´paisseur finie. On trouve un tre`s bon accord avec l’estimation de
Carman-Kozeny dans le re´gime interme´diaire en porosite´ (non-dilue´, non-concentre´).
L’approximation est particulie`rement utile pour le mode`le de plans.
Nous avons ensuite examine´ et calcule´ certaines bornes supe´rieures pour la
perme´abilite´ du mode`le de cylindres aplatis ou de plans, dans la limite dilue´e en
solide, a` l’aide de la formule exacte du covariogramme ge´ome´trique de cylindres. La
borne supe´rieure de Berryman-Milton pre´dit deux re´gimes distincts selon le rayon r
de la base des cylindres et la fraction volumique de solide q. Dans le re´gime forte-
ment dilue´ q ≪ h/r, la loi κ ∼ 1/[q(log q)2] est pre´dite pour la perme´abilite´. Lorsque
q ≫ h/r, un re´gime d’une nature tre`s diffe´rente, avec une plus faible sensibilite´ a` la
porosite´, est pre´dit κ ∼ log q. Des calculs nume´riques devront confirmer ou infirmer
l’existence de tels re´gimes.
Chapitre 11
Pre´diction des proprie´te´s de transport des
couches actives de piles a` combustible
Dans cette partie, nous nous inte´ressons aux pre´dictions des proprie´te´s de trans-
port des couches actives de la PAC. La strate´gie de mode´lisation des anodes et du
collecteur de courant a e´te´ valide´e a` la Partie III. L’e´tude des proprie´te´s est en re-
vanche uniquement pre´sente´e pour les anodes (faute de temps). Les mode`le 3D de
Gaussiennes seuille´es (Sec. 6.4) sont utilise´s ainsi que les sche´mas nume´riques FFT
pre´sente´s et valide´s au Chapitre 9 afin de calculer les cartes de champs complets.
Ces cartes de champs seront ensuite homoge´ne´ise´s afin d’en de´duire les proprie´te´s
effectives des anodes. Ces proprie´te´s sont naturellement soumises a` la variabilite´ lie´e
au VER, qui sera e´tudie´. Ce chapitre est subdivise´ en deux sections. Dans un pre-
mier temps, les proprie´te´s de conductivite´ lie´es aux anodes seront e´tudie´es et, dans
un second temps, leurs proprie´te´s en e´coulement.
11.1 Conductivite´ des mode`les 3D d’anodes
Au sein de l’anode, en conductivite´, deux types de transport interviennent. D’une
part le transfert de charge e´lectronique au sein de la phase LST qui donne lieu a`
une conductivite´ effective e´lectronique, d’autre part un transfert de charge anionique
qui donne lieu a` une conductivite´ effective ionique. Nous nous inte´ressons ici a` la
pre´diction de ces deux proprie´te´s a` partir des microstructures 3D de Gaussiennes
seuille´es (Sec. 6.4).
11.1.1 Pre´diction des conductivite´s effectives
La pre´diction des conductivite´s effectives des anodes ne´cessite dans un premier
temps la ge´ne´ration d’une microstructure mode`le (en 3D) a` partir de laquelle les cal-
culs sont effectue´s. Pour chacun des e´chantillons, le mode`le de Gaussiennes seuille´es
associe´ est ge´ne´re´ dans un volume Ω = [−L/2;L/2]3 avec L = 512 voxels (voir
Fig. 11.1a). Les areˆtes de Ω sont aligne´es avec les axes ek (k = 1, 2, 3) d’un syste`me
de coordonne´es carte´siennes. Ce mode`le est ge´ne´re´ a` l’e´chelle d’origine du mate´riau
re´el (8.27 nm · pixel−1) avec les meˆmes fractions volumiques que celles du mate´riau
(Tab. 6.3). De ce mode`le a` trois phases, la phase GCO (seul conducteur ionique
du composite) est extraite afin d’obtenir une microstructure binaire (Fig. 11.1b)
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constitue´e de la phase GCO et d’une phase isolante. Le meˆme proce´de´ est uti-
lise´ pour la phase LST (seul conducteur e´lectronique du composite) afin d’obtenir
une microstructures binaire LST/isolant (Fig. 11.1c). Dans ces microstructures bi-
naires, une conductivite´ locale σi0 (en conductivite´ ionique) et σ
e
0 (en conductivite´
e´lectronique) pour la phase conductrice, est impose´e alors que la conductivite´ vaut
0 S · cm−1 dans la phase isolante. Les cartes des champs E et J (voir Sec. 8.1.1) sont
calcule´es nume´riquement suite a` une sollicitation macroscopique E = e1 en utilisant
la me´thode FFT [192] a` ope´rateur de Green discret (Sec. 9.2). Graˆce a` l’Eq. 8.3,
ces cartes de champs donnent acce`s aux conductivite´s effectives σi et σe des anodes
reporte´es dans le Tab. 11.1 et le Tab. 11.2, respectivement.
La conductivite´ ionique macroscopique du GCO est mesure´e par [45] sur une
pastille dense de 96% de compacite´. Avec des grains d’environ 1 µm et a` 750 ◦C,
Fuentes [45] l’estime a` σ˜i0 = 4.4 10
−2 S · cm−1. Cette valeur est retrouve´e par [137]
a` la meˆme tempe´rature, pour une pastille dense de compacite´ 99% forme´e de grains
d’environ 1.9 µm. Deux valeurs proches sont disponibles dans la litte´rature. La
premie`re σ˜i0 = 4.5 10
−2 S · cm−1 mesure´e par [46] a` la meˆme tempe´rature sur
une pastille dense de 96% de compacite´ forme´e de grains de taille comprise entre
0.5 et 1 µm. La seconde valeur σ˜i0 = 4.6 10
−2 S · cm−1 est obtenue par [175] a` la
meˆme tempe´rature sur une pastille dense a` 97% de compacite´ avec des grains d’en-
viron 6 µm. L’ensemble de ces valeurs est suffisamment peu disperse´ pour constituer
un ordre de grandeur plausible de la conductivite´ bulk du GCO. Dans la suite, nous
retenons la valeur σ˜i0 = 4.5 10
−2 S · cm−1 de [46] car les grains utilise´s sont ceux
dont la taille se rapproche le plus des grains utilise´s dans la PAC Evolve. Le calcul
de la conductivite´ locale a` partir de cette valeur s’effectue par une re`gle de trois
σi0 = σ˜
i
0 × Rp ou` Rp = 8.27 10−7voxel · cm−1 est la taille d’un pixel du mode`le 3D
donne´e en centime`tres. Soit une conductivite´ locale σi0 = 3.7 10
−8 S·voxel−1 pour la
phase GCO, dans les conditions de fonctionnement de la PAC.
La conductivite´ e´lectronique du LST σ˜e0 varie selon les conditions expe´rimentales
dans le domaine suivant 0.01 ≤ σ˜e0 ≤ 500 S · cm−1 [101]. Les mesures effectue´es
dans le cadre du projet Evolve sur un barreau de LST dense donnent une conduc-
tivite´ e´lectronique du LST σ˜e0 = 1.3 S · cm−1 a` 750 ◦C. Comme pour la conducti-
vite´ ionique, une re`gle de trois est utilise´e afin de de´terminer la conductivite´ locale
σi0 = σ˜
e
0 × Rp = 1.1 10−6 S·voxel−1 pour la phase LST, dans les conditions de
fonctionnement de la PAC.
L’ensemble des proprie´te´s effectives est soumis aux variabilite´s des volumes de
microstructure virtuelle utilise´s lors des calculs. Le VER (voir Sec. 2.5) lie´ a` la
conductivite´ e´lectronique est e´tudie´, ainsi que celui lie´ a` la conductivite´ ionique.
Pour ce faire nous commenc¸ons par estimer la porte´e inte´grale associe´e a` chacune de
ces proprie´te´s de transport. Cette estimation est effectue´e en calculant la variance
de la composante J1(x) (flux d’e´lectrons ou d’ions), paralle`le a` la sollicitation ma-
croscopique, sur des sous volumes inde´pendants et de taille croissante. Le re´sultat
de cette estimation est repre´sente´ Fig. 11.3 et Fig. 11.2 respectivement ainsi que
l’ajustement (Eq. 2.16) permettant de de´terminer la porte´e inte´grale Aσz3 et A
σi
3 res-
pectivement. Les erreurs relatives associe´es aux proprie´te´s sont directement donne´es
dans le Tab. 11.1 et le Tab. 11.2 en conductivite´ ionique et e´lectronique, respective-
ment.
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(a) (b) (c)
Figure 11.1 – Vues en coupe d’un domaine Ω de 5123 voxels : (a) Mode`le de
Gaussiennes seuille´es (Sec. 6.4) associe´ a` l’e´chantillon ARM-1000-i. Binarisation du
mode`le pour en extraire (en blanc) les phases conductrices d’ions (b) et d’e´lectrons
(c).
E´chantillon σi (S · cm−1) ± ǫσi HS+σi
IST-14-i 1.07 10−3 ± 9.22 10−4 4.79 10−3
IST-14-s 4.35 10−4 ± 1.12 10−3 4.78 10−3
IST-24-i 3.56 10−4 ± 1.29 10−3 5.09 10−3
IST-24-s 1.00 10−3 ± 1.94 10−3 5.69 10−3
IST-28-i 1.05 10−3 ± 1.81 10−3 5.97 10−3
IST-28-s 1.39 10−3 ± 1.91 10−3 6.46 10−3
IST-32-i 9.70 10−4 ± 1.85 10−3 6.03 10−3
IST-32-s 1.59 10−3 ± 1.63 10−3 6.46 10−3
DLR-34-i 2.15 10−4 ± 5.25 10−4 4.04 10−3
DLR-34-s 5.92 10−4 ± 2.25 10−3 5.13 10−3
ARM-1000-i 4.10 10−3 ± 3.56 10−3 9.05 10−3
ARM-1000-s 4.05 10−3 ± 2.90 10−3 9.66 10−3
Table 11.1 – Pour chaque e´chantillon, conductivite´ ionique effective σi calcule´e
nume´riquement par homoge´ne´isation (Eq. 8.3) des champs FFT. Les calculs FFT
sont effectue´s sur les mode`les 3D de type Gaussiennes seuille´es (Sec. 6.4) associe´s
aux e´chantillons. L’erreur ǫσi associe´e au calcul du VER en conductivite´ ionique est
estime´e pour chaque e´chantillon. Ce calcul est effectue´ pour chacun des e´chantillons,
en conductivite´ e´lectronique (Fig. 11.2). De plus, la borne supe´rieure HS+σi de Hashin
& Shtrikman (Eq. 8.4) est calcule´e en conductivite´ ionique.
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E´chantillon σe (S · cm−1) ± ǫσe HS+σe
IST-14-i 8.56 10−3 ± 1.26 10−3 1.85 10−1
IST-14-s 9.38 10−3 ± 1.05 10−3 1.49 10−1
IST-24-i 1.18 10−2 ± 1.04 10−3 1.41 10−1
IST-24-s 2.04 10−2 ± 1.66 10−3 1.82 10−1
IST-28-i 2.33 10−2 ± 1.85 10−3 1.77 10−1
IST-28-s 2.97 10−2 ± 1.72 10−3 1.93 10−1
IST-32-i 2.18 10−2 ± 2.23 10−3 1.82 10−1
IST-32-s 2.49 10−2 ± 2.78 10−3 2.02 10−1
DLR-34-i 2.46 10−3 ± 9.90 10−4 1.28 10−1
DLR-34-s 1.16 10−2 ± 1.62 10−3 1.57 10−1
ARM-1000-i 8.17 10−2 ± 3.30 10−3 2.93 10−1
ARM-1000-s 9.43 10−2 ± 2.57 10−3 2.91 10−1
Table 11.2 – Pour chaque e´chantillon, conductivite´ e´lectronique effective σe cal-
cule´e nume´riquement par homoge´ne´isation (Eq. 8.3) des champs FFT. Les calculs
FFT sont effectue´s sur les mode`les 3D de type Gaussiennes seuille´es (Sec. 6.4)
associe´s aux e´chantillons. L’erreur ǫσe associe´e au calcul du VER en conductivite´
e´lectronique est estime´e pour chaque e´chantillon. Ce calcul est effectue´ pour cha-
cun des e´chantillons, en conductivite´ e´lectronique (Fig. 11.3). De plus, la borne
supe´rieure HS+σe de Hashin & Shtrikman (Eq. 8.4) est calcule´e en conductivite´
e´lectronique.
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Eq. 2.16). Cet ajustement permet de de´terminer la porte´e inte´grale Aσi3 , ne´cessaire
a` l’e´tude du VER en conductivite´ ionique. Cet ajustement est pre´sente´ pour les
e´chantillons IST-28-s (a), DLR-34-s (b) et ARM-1000-i (c).
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Eq. 2.16). Cet ajustement permet de de´terminer la porte´e inte´grale Aσe3 , ne´cessaire
a` l’e´tude du VER en conductivite´ e´lectronique. Cet ajustement est pre´sente´ pour
les e´chantillons IST-28-s (a), DLR-34-s (b) et ARM-1000-i (c).
11.1.2 Caracte´risation des champs en conductivite´
Des coupes 2D des composantes des champs Ji(x) et Je(x) (qui repre´sentent res-
pectivement le flux d’ions et le flux d’e´lectrons) calcule´s par FFT sur les mode`les de
Gaussiennes seuille´es correspondant aux e´chantillons IST-28-s, DLR-34-s et ARM-
1000-i sont donne´es Fig. 11.4, Fig. 11.5 et Fig. 11.6 respectivement. Les flux d’ions et
d’e´lectrons sont relativement similaires et tre`s localise´s pour les e´chantillons IST-28-s
et DLR-34-s, ceci en raison de fractions volumiques de conducteurs assez faibles (de
l’ordre de 17% pour chacun des conducteurs, voir Tab. 3.2), disposant d’un niveau de
connexion assez faible voir rompu dans la microstructure. Ce re´sultat est confirme´
par la pre´sence d’une multitude de grains sur les champs qui, bien que conduc-
teurs, ne participent pas aux proprie´te´s de transport du mate´riau. L’e´chantillon
ARM-1000-i dispose lui aussi de zones mortes en conductivite´ mais les flux observe´s
sur cet e´chantillon sont beaucoup moins he´te´roge`nes et laissent transparaˆıtre une
meilleur connectivite´ de la microstructure, principalement due a` des fractions volu-
miques de conducteurs plus e´leve´es (de l’ordre de 30% pour chacun des conducteurs,
voir Tab. 3.2). Les histogrammes dans la phase conductrice d’e´lectrons (respective-
ment d’ions) des composantes du vecteur densite´ de courant Je(x) (respectivement
flux d’ions Ji(x)) sont trace´s Fig. 11.7 (respectivement Fig. 11.8) pour les trois
e´chantillons e´tudie´s pre´ce´demment. Pour tous les e´chantillons, et quelque soit la na-
ture du transport, les composantes transverses aux sollicitations macroscopiques du
milieu observent des distributions syme´triques (en rouge et noir sur les graphiques) et
ont une forme assez pique´e (fort Kurtosis) en e´chelle lin-log. La composante paralle`le
aux sollicitations observe quant a` elle une distribution le´ge`rement asyme´trique et,
concernant les e´chantillons IST-28-s et DLR-34-s, se de´tachant peu de celle des com-
posantes transverses ce qui confirme le caracte`re tortueux des chemins percolants.
Pour l’e´chantillon ARM-1000-i en revanche, on observe une diffe´rence plus marque´e
entre la composante paralle`le aux sollicitations (quelque soit la nature du transport)
et les composantes transverses, ce qui illustre la supe´riorite´ de cette microstructure









































Figure 11.4 – Coupes 2D de 512 × 512 pixels, dans le plan (e1, e2) ou` e1 est oriente´ de haut en bas sur les images et e2 de gauche a`
droite. Microstructure du mode`le de Gaussiennes seuille´es associe´ a` l’e´chantillon IST-28-s (gauche). Cartes des champs en conductivite´
ionique (premie`re ligne) et e´lectronique (deuxie`me ligne) calcule´s par FFT : Trois composantes du flux d’ions (resp. d’e´lectrons) J(i;e)(x) :
J
(i;e)
1 (x) (gauche), J
(i;e)
2 (x) (milieu) et J
(i;e)
3 (x) (droite). La frontie`re se´parant la phase conductrice de la phase isolante est repre´sente´e en





























































































































Figure 11.6 – Suite de la Fig. 11.4 pour l’e´chantillon ARM-1000-i
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(a) (b) (c)
Figure 11.7 – Histogrammes HJ(z) des trois composantes du flux d’e´lectrons Je(x)
pour les e´chantillons IST-28-s (a), DLR-34-s (b) et ARM-1000-i (c).
11.1.3 Validation des pre´dictions
Les proprie´te´s calcule´es sont difficilement comparables a` celles donne´es dans la
litte´rature. Premie`rement, les tempe´ratures de fonctionnement sont ge´ne´ralement
assez e´loigne´es (ge´ne´ralement supe´rieures) de celles de la PAC Evolve. De plus, les
mate´riaux utilise´s contiennent du nickel qui permet notamment d’augmenter les
proprie´te´s de conductivite´ e´lectronique. La conductivite´ e´lectronique du composite
YSZ-Ni est e´tudie´e par [143] en fonction de la fraction volumique de Ni pre´sent
dans la ce´ramique. Pour une tempe´rature de fonctionnement de 1200 ◦C les auteurs
rele`vent, a` 10% de fraction volumique de nickel, une conductivite´ de l’ordre de
0.03 S cm−1. Cette valeur donne un ordre de grandeur qui est tout a` fait compatible
avec les valeurs calcule´es (premie`re colonne Tab. 11.2) pour le composite LST-GCO
du projet Evolve, a` une tempe´rature de fonctionnement de 750 ◦C.
La borne de Hashin & Shtrikman est respecte´e pour l’ensemble des e´chantillons
(Tab. 11.1 et Tab. 11.2). Selon les e´chantillons, on atteint entre 45.3% (pour l’e´chantillon
ARM-1000-i) et 5.3% (pour l’e´chantillon DLR-34-i) de cette borne en conductivite´
ionique. En conductivite´ e´lectronique les choses sont assez similaires puisque la borne
de Hashin & Shtrikman est atteinte a` hauteur de 32.4% (pour l’e´chantillon ARM-
1000-s) et 1.9% (pour l’e´chantillon DLR-34-i). Il est e´vident qu’a` l’ordre ze´ro, la
valeur de la proprie´te´ effective obtenue en conductivite´ (et celle associe´e a` la borne
de Hashin & Shtrikman) de´pend de la fraction volumique de conducteur pre´sente
dans le mate´riau (voir Tab. 6.3). Pre´cisons que la borne d’Hashin & Shtrikman tient
compte de la fraction volumique pre´sente au sein de ces e´chantillons et qu’elle varie
donc d’un e´chantillon a` l’autre. Le fait que certains e´chantillons atteignent plus ou
moins bien la borne de Hashin & Shtrikman (en conductivite´ ionique ou e´lectronique)
est donc a` mettre directement en relation avec des proprie´te´s morphologiques. Dans
le Tab. 11.3, pour chacune des deux phases conductrices, le pourcentage de phase
percolant d’une face a` l’autre du milieu est donne´. Le milieu e´tant isotrope, la di-
rection de percolation n’a aucune importance. Elle est choisie ici comme coline´aire
a` la sollicitation macroscopique. Dans le Tab. 11.4 la tortuosite´ de la phase G (LST,
conducteur e´lectronique) et de la phase W (GCO, conducteur ionique) sont es-
time´es. Une corre´lation directe est observe´e entre les proprie´te´s effectives calcule´es
et les mesures morphologiques pre´ce´dentes. En effet, si les e´chantillons ARM-1000-i
et ARM-1000-s majorent les proprie´te´s de conductivite´, ils majorent aussi le taux de
percolation de chacune des phases conductrices (Tab. 11.3) et minorent la tortuosite´
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Figure 11.8 – Histogrammes HJ(z) des trois composantes du flux d’ions Ji(x)














Table 11.3 – Pour chaque e´chantillon et pour une phase i donne´e, pourcentage
Ti de la phase i qui traverse (percole) d’une face a` l’autre dans la microstructure
3D associe´e a` l’e´chantillon. Ces pourcentages sont donne´s pour la phase conductrice
d’ions (W ) et la phase e´lectroniquement conductrice (G).
de chacune des phases conductrices (Tab. 11.4). A` l’inverse, les mauvaises proprie´te´s
de conductivite´ de l’e´chantillon DLR-34-i peuvent eˆtre impute´es au faible taux de
percolation de ses phases conductrices et a` la forte tortuosite´ de ces dernie`res.
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Table 11.4 – Tortuosite´ ge´ome´trique τG calcule´e pour chaque e´chantillon et pour
une phase i donne´e.
11.2 Perme´abilite´ des mode`les 3D d’anodes
11.2.1 Pre´diction de la perme´abilite´
La pre´diction de la perme´abilite´ des anodes ne´cessite, tout comme pour la
pre´diction des conductivite´s effectives, la ge´ne´ration d’un mode`le 3D de microstruc-
ture. Il est obtenu (Fig. 11.9a) de la meˆme fac¸on qu’en conductivite´ (Sec. 11.1).
De ce mode`le a` trois phases ge´ne´re´ a` l’e´chelle du mate´riau, la phase solide (blanc)
et la phase poreuse (noir) sont extraites afin d’obtenir une microstructure binaire
(Fig. 11.9b). Au sein de cette microstructure binaire, un gradient macroscopique de
pression δP = e1 est impose´ nume´riquement. La me´thode FFT [190] (Sec. 9.3) est
utilise´e afin de calculer nume´riquement les champs associe´s a` cette sollicitation. A`
l’issue de ce calcul on dispose, en tout point de la microstructure, du vecteur vitesse
u(x) et de la composante pe´riodique du champ de pression p(x) (voir Sec. 8.2.1). Ces
cartes de champs sont homoge´ne´ise´es afin d’obtenir la perme´abilite´ qui est donne´e
Tab. 11.5 pour l’ensemble des e´chantillons.
Tout comme pour la pre´diction des conductivite´s effectives (Sec. 11.1) l’ensemble
des calculs effectue´s est soumis a` la variabilite´ lie´e aux volumes conside´re´s. La
porte´e inte´grale Aκ3 (Fig. 11.10) en perme´abilite´ est donc estime´e pour chacun des
e´chantillons. L’erreur ǫκ associe´e aux perme´abilite´s est directement reporte´e sur le
Tab. 11.5.
11.2.2 Caracte´risation des champs en e´coulement
Des coupes 2D des composantes du champ de vitesse u(x) calcule´ par FFT sur
les mode`les de Gaussiennes seuille´es correspondant aux e´chantillons IST-28-s, DLR-
34-s et ARM-1000-i sont donne´es Fig. 11.11, Fig. 11.12 et Fig. 11.13 respectivement.
L’e´coulement du fluide dans les microstructures mode`les des e´chantillons IST-28-s
et DLR-34-s est comparable. Il est marque´ pour la composante paralle`le au gra-
dient de pression macroscopique (u1(x)) par des canaux participant activement a`
l’e´coulement et des zones mortes pour l’e´coulement situe´es autour des amas de phase
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Figure 11.9 – Vues en coupe d’un domaine Ω de 5123 voxels (a)Mode`le de Gaus-
siennes seuille´es (Sec. 6.4) associe´ a` l’e´chantillon ARM-1000-i. (b) Binarisation du
mode`le pour en extraire la phase poreuse (en noir) et la phase solide (blanc).
E´chantillon κ (cm2) ± ǫκ
IST-14-i 6.79 10−12 ± 1.77 10−13
IST-14-s 8.91 10−12 ± 3.15 10−13
IST-24-i 1.09 10−11 ± 3.93 10−13
IST-24-s 6.83 10−12 ± 1.97 10−13
IST-28-i 6.19 10−12 ± 2.15 10−13
IST-28-s 4.82 10−12 ± 1.79 10−13
IST-32-i 8.72 10−12 ± 4.14 10−13
IST-32-s 6.94 10−12 ± 3.35 10−13
DLR-34-i 2.06 10−11 ± 9.06 10−13
DLR-34-s 1.24 10−11 ± 5.68 10−13
ARM-1000-i 1.19 10−12 ± 4.81 10−14
ARM-1000-s 1.04 10−12 ± 3.72 10−14
Table 11.5 – Pour chaque e´chantillon, perme´abilite´ effective κ en cm2 obtenue
nume´riquement via la loi de Darcy (Eq. 8.11) applique´e aux champs calcule´s par FFT
a` partir des mode`les 3D de Gaussiennes seuille´es correspondant aux e´chantillons. Ces
perme´abilite´s sont donne´es aux erreurs ǫκ pre`s. Ces dernie`res sont obtenues graˆce a`
l’e´tude (sur chacun des e´chantillons) du VER en perme´abilite´.
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tement permet de de´terminer la porte´e inte´grale Aκ3 (voir Eq. 2.16) dans l’e´tude du
VER en perme´abilite´. Cet ajustement est trace´ pour les e´chantillons IST-28-s (a),
DLR-34-s (b) et ARM-1000-i (c).
solide. Ces dernie`res, quoique parfois correctement connecte´es aux canaux partici-
pant activement a` l’e´coulement, sont ge´ne´ralement obstrue´es en amont par des amas
de solide oriente´s orthogonalement a` la direction du gradient de pression macrosco-
pique impose´ (ici de haut en bas). Les composantes transverses font e´tat d’une mul-
titude de points chauds autour des obstacles obstruant l’e´coulement. La microstruc-
ture de l’e´chantillon ARM-1000-i est moins propice a` l’e´coulement que les microstruc-
tures pre´ce´dentes en raison de sa porosite´ plus modeste (de l’ordre de 40% contre 66%
pour les e´chantillons pre´ce´dents). La porosite´ y est ne´anmoins suffisante pour per-
mettre d’obtenir des cartes de champs relativement homoge`nes illustrant la pre´sence
de multiples canaux (plus petits et plus tortueux que pre´ce´demment) participant ac-
tivement a` l’e´coulement. Ces observations sont corrobore´es par les histogrammes
des trois composantes du vecteur vitesse, calcule´s pour chacun des e´chantillons
pre´ce´dents (Fig. 11.14). Pour les trois e´chantillons, les composantes transverses
au gradient de pression macroscopique observent des distributions syme´triques (en
rouge et noir sur les graphiques) et ont une forme assez pique´e (fort Kurtosis) en
e´chelle lin-log. La composante paralle`le au gradient de pression observe quand a` elle
une distribution asyme´trique se de´tachant des distributions pre´ce´dentes pour l’en-
semble des e´chantillons. L’e´chantillon ARM-1000-i en revanche, dispose en perme´abilite´
de performances en dec¸a` de celles de l’e´chantillon IST-28-s alors que l’e´chantillon
































Figure 11.11 – Cartes des champs en e´coulement calcule´es par FFT dans le mode`le de Gaussiennes seuille´es associe´ a` l’e´chantillon
IST-28-s : coupes 2D de 512 × 512 pixels, dans le plan (e1, e2) ou` e1 est oriente´ de haut en bas sur les images et e2 de gauche a` droite.
Trois composantes du vecteur vitesse u(x) de gauche a` droite : u1(x), u2(x) et u3(x). La phase solide de la microstructure est affiche´e en
gris sur les cartes de champ.
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Figure 11.13 – Suite de la Fig. 11.11 pour l’e´chantillon ARM-1000-i
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Figure 11.14 – Histogrammes Hu(z) des trois composantes du vecteur vitesse u(x)
pour les e´chantillons IST-28-s (a), DLR-34-s (b) et ARM-1000-i (c).
11.2.3 Validation des pre´dictions
Les perme´abilite´s donne´es Tab. 11.5 sont tout a` fait compatibles avec un mate´riau
poreux de PAC. On rele`ve, par exemple, la valeur de 6.0 10−11cm2 obtenue par [140]
pour une anode Ni-YSZ a` 40% de porosite´. Au Chapitre 10, avons notamment e´tudie´
l’e´volution de la perme´abilite´ κA(f) au sein d’un mode`le Boole´en de sphe`res obstacles
(Mode`le A) en fonction de la fraction volumique de pores f (Fig. 10.2). Pour cette
e´tude, des sphe`res de rayon arbitraire R = 1 m ont e´te´ choisies. Si l’on s’inte´resse,
par exemple, a` l’e´chantillon ARM-1000-i, une perme´abilite´ d’environ κARM−1000−i ≈
10−12cm2 (Tab. 11.5) est obtenue pour une porosite´ f ≈ 40% (Tab. 6.3). Pour le
mode`le (A) une perme´abilite´ d’environ κA(0.4) = 102cm2 est obtenue a` meˆme poro-
site´. Une simple re`gle de trois permet de pre´dire que la perme´abilite´ κARM−1000−i ob-
tenue sur l’e´chantillon ARM-1000-i, correspondrait a` un mode`le Boole´en de sphe`res




∗R = 0.1 µm, avec la meˆme valeur de poro-
site´. Un disque rouge de rayon RARM−1000−i est trace´ sur la microstructure binarise´e
(Fig. 11.15) de l’e´chantillon ARM-1000-i. L’e´chelle sugge´re´e par ce disque est perti-
nente au regard de la microstructure. Rappelons que l’estimateur de Carman-Kozeny
κCK−A a e´te´ calcule´ au Chapitre 10 (trait plein vert sur la Fig. 10.2). L’accord entre
les calculs effectue´s sur le mode`le Boole´en et ceux effectue´s sur les microstructures
mode`les des anodes confirme implicitement l’accord de ces derniers avec l’estima-
teur de Carman-Kozeny mais aussi avec la borne supe´rieure de Doi (trait plein noir
sur la Fig. 10.2). L’ensemble de ces arguments permettent de conclure quant a` la
pertinence des pre´dictions effectue´es.
Tout comme en conductivite´, la perme´abilite´ de´pend a` l’ordre ze´ro de la fraction
volumique de pores f des e´chantillons conside´re´s (voir Tab. 6.3). En revanche, des
diffe´rences de perme´abilite´ relativement grandes sont observe´es pour des e´chantillons
a` porosite´ relativement semblable. Prenons l’exemple des e´chantillons ARM-1000-i
et ARM-1000-s qui disposent d’une porosite´ f = 0.42 et f = 0.40 respectivement.
La proprie´te´ effective calcule´e pour ces deux milieux diffe`re d’environ 20%.
Les e´chantillons e´tudie´s en perme´abilite´ disposent d’un taux de percolation de la
porosite´ TB supe´rieur a` 99%. La connectivite´ de la phase poreuse ne fait donc aucun
doute pour les e´chantillons e´tudie´s et les variations observe´es entre les perme´abilite´s
des diffe´rents e´chantillons ne peuvent donc eˆtre impute´es a` ce parame`tre. La tortuo-
site´ de la phase poreuse τB ve´rifie pour l’ensemble des e´chantillons 1.03 ≤ τB ≤ 1.09.
La tortuosite´ n’est donc pas le parame`tre morphologique qui pilote les diffe´rences














Table 11.6 – Pour chaque e´chantillon, surface spe´cifique de la phase poreuse SVB
estime´e en µm−1 sur les mate´riaux mode´lise´s par des Gaussiennes seuille´es (Cha-
pitre 6).
observe´es entre les e´chantillons. En e´coulement, la surface spe´cifique de la phase
poreuse SVB a une influence a` l’ordre ze´ro sur la perme´abilite´ (voir l’Eq. 10.1). Au
vu du Tab. 11.6, il est difficile de conclure quand a` l’influence de ce parame`tre mor-
phologique pour expliquer les diffe´rences observe´es entre deux e´chantillons a` fraction
volumique proche.
Il faudrait calculer les plus courts chemins ge´ode´siques [138] connectant (en res-
tant dans la phase poreuse) deux faces oppose´es dans le mode`le tri-dimensionnel
de la microstructure. A partir de ces chemins on pourrait calculer en tout point de
ces chemins le diame`tre e´quivalent des canaux associe´s. Il s’agirait de conside´rer la
forme obtenue lors intersection de la phase poreuse et le plan orthogonal au plus
court chemin ge´ode´sique conside´re´. Le diame`tre e´quivalent de cette forme (ou un
autre crite`re lie´ a` la surface de cette forme) permettrait d’obtenir une valuation
du plus court chemin ge´ode´sique en tout point et serait une piste a` explorer pour
comprendre l’impact local de la microstructure sur la perme´abilite´.
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Figure 11.15 – Vue en coupe d’un domaine Ω de 5123 voxels correspondant a` la
binarisation du mode`le de Gaussiennes seuille´es associe´ a` l’e´chantillon ARM-1000-i.
La phase poreuse apparaˆıt en noir et la phase solide en blanc. Un cercle de rayon
RARM−1000−i est trace´ sur cette microstructure. Ce cercle repre´sente la taille des
sphe`res e´quivalentes d’un mode`le Boole´en de meˆme porosite´ que cet e´chantillon qui
donnerait la meˆme perme´abilite´ (Chapitre 10).
11.3 Conclusions
Dans ce chapitre, les proprie´te´s de transport d’e´lectrons, d’ions et de fluide ont
e´te´ estime´es pour un certain nombre d’anodes. Les microstructures utilise´es pour
effectuer le calcul sont les mode`les tri-dimensionnels de Gaussiennes seuille´es va-
lide´es au Chapitre 6. Les champs associe´s aux proprie´te´s de transport sont ob-
tenus nume´riquement au moyen de me´thodes FFT en conductivite´ [192] et en
e´coulement [190]. Pour chacune des proprie´te´s e´tudie´es, l’ensemble des proprie´te´s
effectives calcule´es est donne´. Nous prenons la pre´caution d’e´tudier le VER as-
socie´ a` ces proprie´te´s afin d’estimer la variabilite´ des valeurs obtenues au regard
des volumes conside´re´s pour les calculs. En conductivite´ ionique, ce VER est parti-
culie`rement grand au vue des erreurs relatives obtenues. En conductivite´ e´lectronique
l’erreur relative associe´e aux volumes conside´re´s (= 4.233 ≈ 76 µm3) suffit a` estimer
correctement les proprie´te´s effectives. Ces dernie`res sont valide´es a` travers la borne
de Hashin-Shtrikman d’une part et par l’interme´diaire d’une valeur de conductivite´
e´lectronique obtenue dans la litte´rature d’autre part. En perme´abilite´ les choses
sont plus simples puisque l’erreur relative associe´e aux calculs est relativement
faible (toujours ≤ 10%). De plus, l’e´tude en perme´abilite´ sur un mode`le Boole´en
de sphe`res (Chapitre 10) permet d’appuyer les re´sultats obtenus. Une corre´lation
est nume´riquement de´termine´e entre les conductivite´s effectives obtenues et des pa-
rame`tres morphologiques tels que le taux de percolation T de la phase conductrice
ou encore la tortuosite´ ge´ome´trique τ de cette dernie`re. Il apparaˆıt que la conduc-
tivite´ est d’autant plus grande que τ est faible et T est grand. Une caracte´risation
morphologique plus avance´e permettrait de lier plus directement les trois proprie´te´s
estime´es a` des parame`tres morphologiques correctement choisis.
L’e´tude des proprie´te´s de transport propose´e est cependant incomple`te. Premie`rement,
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Table 11.7 – Pour chaque e´chantillon, densite´ de lignes triples DTPB estime´e en
µm−2 sur les mate´riaux mode´lise´s par des Gaussiennes seuille´es (Chapitre 6).
les collecteurs de courant n’ont pas e´te´ e´tudie´s faute de temps. Deuxie`mement, les
phe´nome`nes e´lectrochimiques sont totalement exclus de nos calculs, et par ailleurs,
ne font pas l’objet de cette the`se. Cependant, ils sont a` la source meˆme des e´le´ments
transporte´s (eau, e´lectrons, ions). Des partenaires du projet travaillent sur la mode´lisation
e´lectrochimique associe´e a` la PAC Evolve. E´tant charge´s de la caracte´risation fine,
c’est a` dire a` l’e´chelle de la microstructure, il est important de donner (Tab. 11.7)
a` titre indicatif, la densite´ de lignes triples DTPB (sans condition sur la percola-
tion de ces lignes triples), estime´e sur les mate´riaux mode`les. Ces valeurs permet-
tront d’alimenter le mode`le e´lectrochimique par une caracte´ristique morphologique
supple´mentaire, extraite de l’analyse microstructurale du mate´riau.
Chapitre 12
Optimisation micro-structurale d’anodes
virtuelles au regard des proprie´te´s de
transport
Le proble`me de l’optimisation multifonctionnelle de milieux composites a e´te´
e´tudie´ de manie`re the´orique par [116, 6, 182]. Ces travaux s’appuient sur des rela-
tions qui lient deux types de conductivite´s effectives et locales (par ex. thermique
et e´lectrique) dans un milieu bi-phase´ [11]. De manie`re inte´ressante, la maximi-
sation de la somme de deux conductivite´s effectives thermiques et e´lectriques est
obtenue dans des milieux pe´riodiques bi-phasiques lorsque les interfaces entre les
deux phases de´crivent certaines surfaces minimales (primitives de Schwartz) [181].
Ces re´sultats sugge`rent un lien entre la maximisation des conductivite´s ioniques
et e´lectroniques (utile dans les anodes de piles a` combustible) et la minimisa-
tion des surfaces d’e´change entre deux phases conductrices (ne´faste pour l’aspect
e´lectrochimique dans le cadre des piles a` combustible). Des relations the´oriques
entre perme´abilite´ effective et conductivite´ effective [7] et entre modules e´lastiques
et conductivite´ [52] et des calculs nume´riques ont permis de montrer que ces struc-
tures pe´riodiques e´taient e´galement optimales pour la maximisation de ces proprie´te´s
[180].
12.1 Optimisation conjointe des conductivite´s des
mode`les 3D d’anodes
Dans cette section, une approche analytique est propose´e afin d’effectuer le
choix optimal des fractions volumiques des constituants. L’objectif est d’optimi-
ser simultane´ment deux conductivite´s dans une microstructure poreuse a` phase so-
lide bi-phase´e. La phase solide contenant deux conducteurs transporte des e´le´ments
(e´lectrons, anions, cations...) de nature diffe´rente. Ce proble`me est tout a` fait adapte´
au cas des anodes e´tudie´es. Aussi, les notations associe´es aux mode`les 3D d’anodes
introduites en Sec. 6.4 sont conserve´es. Le milieu a` trois phases (B,G,W ) admet
deux conductivite´s effectives ; l’une ionique note´e σW (en re´fe´rence a` la phase W )





(avec α ≤ 1) et des fractions volumiques fW et fG associe´es aux phases
171
172
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3D D’ANODES
W et G respectivement. Par conse´quent, elles sont note´es σW (σ˜
i, fW ) et σG(σ˜
e, fG),
respectivement. A` porosite´ fB fixe´e, σG(σ˜
e, fG) est une fonction monotone crois-
sante de fG alors que dans le meˆme temps σW (σ˜
i, fW ) est une fonction monotone
de´croissante de fG. Aussi les deux conductivite´s ve´rifient :
σG(σ˜
e, 0) = 0
σW (σ˜
i, 0) = 0
∀0 < p ≤ 1, σG(σ˜e, p) ≤ σ˜e (12.1)
σW (σ˜
i, p) ≤ σ˜i ≤ σ˜e
Les conditions ve´rifie´es par les conductivite´s Eq. 12.1 associe´es a` la monotonie
de σG et de σG permettent d’e´tablir [73] l’existence et l’unicite´ de la fraction volu-
mique f optG maximisant la fonction inf(σG(σ˜
e, •), σW (σ˜i, 1− fB−•)). Ladite fraction
volumique est en solution de l’e´quation σG(σ˜
e, •) = σW (σ˜i, 1− fB − •).
Le mate´riau est soumis, en termes de proprie´te´s a` des bornes the´oriques. E´tant
sous hypothe`se d’isotropie (Fig. 3.9) nous pouvons notamment faire usage de la
borne supe´rieure de Hashin & Shtrikman [59] valide pour toute microstructure iso-
trope. Certes moins pre´cise qu’une borne du troisie`me ordre, elle permet ne´anmoins
d’obtenir une expression simplifie´e de la borne pour les proprie´te´s optimales. Pour
un milieu poreux tri-dimensionnel de conductivite´ σG(σ˜




De la meˆme fac¸on, on e´crit pour le milieu poreux de conductivite´ σW (σ˜




2ασ˜e(1− fB − fG)
3− (1− fB − fG) (12.3)
Pour une fraction volumique de pores fB donne´e, une borne supe´rieure de Ha-





Cette valeur optimale f optG est obtenue lorsque fG est l’unique racine positive solution





2ασ˜e(1− fB − fG)
3− (1− fB − fG)
que l’on re´e´crit sous la forme :
(1− α) f 2G + (2 + 4α + fB (1− α)) fG + 3α (fB − 1) = 0
et dont le discriminant ∆ = (4α + fB(1− α) + 2)2−12α (1− α) (fB − 1) donne lieu

















= 3.46 10−2 soit une fraction volumique
optimale f optG = 0.015 a` porosite´ fB = 0.6 (fraction volumique correspondant
grossie`rement aux e´chantillons ISTEC) et une fraction volumique optimale f optG =
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0.024 a` porosite´ fB = 0.4 (fraction volumique correspondant grossie`rement aux
e´chantillons ARMINES). Ces valeurs de fractions volumiques sont relativement
faibles en raison du contraste observe´ entre les deux proprie´te´s de transport. Elles
ne tiennent pas en compte de la notion de percolation, essentielle aux proprie´te´s de
transport. Cependant, elles permettent de donner une tendance a` suivre dans une
perspective d’ame´lioration des proprie´te´s de transport d’e´lectrons et d’ions au sein
du mate´riau.
12.2 Optimisation couple´e des trois proprie´te´s de
transport
La section pre´ce´dente pre´sente l’optimisation des proprie´te´s e´lectroniques a` perme´abilite´
fixe´e. Dans cette section est expose´e une me´thodologie permettant d’optimiser conjoin-
tement ces trois proprie´te´s. L’approche nume´rique qui fait l’objet de cette section est
totalement diffe´rente de l’approche analytique pre´ce´demment pre´sente´e. L’objectif
ici est, a` partir d’un mode`le donne´, de comprendre les parame`tres microstructuraux
ayant un impact positif simultane´ment sur les trois proprie´te´s de transport. Dans
un premier temps, le mode`le de Gaussiennes seuille´es (Sec. 6.4) sera repris et pa-
rame´tre´. La parame´trisation permet tout d’abord de retrouver les microstructures
dont on dispose re´ellement. Dans un second temps, l’e´volution des proprie´te´s effec-
tives sera e´tudie´e en fonction de certains parame`tres micro-structuraux, cette fois,
sur des microstructures virtuelles.
12.2.1 Parame´trisation du mode`le de Gaussiennes seuille´es
La Sec. 6.4 permet de valider le mode`le de Gaussiennes seuille´es e´tant donne´ qu’il
permet d’obtenir un mode`le d’anodes valide a` partir des informations de covariances
des deux phases solides du mate´riau. Dans cette meˆme section, une tentative d’ajus-
tement des covariances au mode`le stable de Corson [29] a e´te´ effectue´, comme fait
par Bron [22]. Cependant, les mate´riaux disponibles ne se preˆtent pas a` cet ajuste-
ment et la parame´trisation de la covariance est donc laisse´e de coˆte´. Nous disposons
des fonctions de poids wX,Y (h) obtenues a` partir des covariances (voir Sec. 5.2) et
trac¸ons pour chaque e´chantillon la quantite´ log (wX,Y (h)) en e´chelle loglog Fig. 12.1
et Fig. 12.2. Rappelons que l’ensemble X est directement relie´ a` la phase GCO et
que l’ensemble Y est indirectement lie´ a` la phase LST (voir l’Eq. 6.1 avec la confi-
guration H6 du Tab. 6.1). On observe un comportement line´aire pour l’ensemble de
ces courbes, pour les deux ensembles ale´atoires X et Y , ce quel que soit l’e´chantillon
conside´re´. Un comportement line´aire de cette quantite´ en e´chelle loglog implique que
les fonctions de poids peuvent s’e´crire en premie`re approximation sous la forme :





ou` α et β sont deux re´els permettant de parame´trer les fonctions de poids. Nous
mettons temporairement de coˆte´ l’Eq. 5.10, reliant α et β. En effet, cette e´quation
est uniquement destine´e a` l’utilisation de la fonction de distribution cumulative de
la distribution normale (Eq. 5.14) afin de de´terminer le seuil. La parame´trisation
(Eq. 12.5) permet d’obtenir les fonctions de poids moyennes w˜X,Y des e´chantillons.
Ces fonctions de poids moyennes sont trace´es en traits pleins noirs sur les Fig. 12.1
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α = 0.37 and β = 0.79
α = 0.48 and β = 0.75
α = 0.30 and β = 0.83
(a)
Figure 12.1 – Pour chaque e´chantillon (voir le´gende), les quantite´s wX(h) sont
repre´sente´es (en traits pleins de couleur) en e´chelle loglog. Ces quantite´s sont cal-
cule´es a` partir des mesures effectue´es sur les images MEB. Trait plein noir : Ajus-
tement de la valeur moyenne w˜X des fonctions wX(h) par le mode`le de l’Eq. 12.5.
Pointille´s et tirets noirs : courbes w˜X(h;α, β) encadrant les donne´es wX(h) ; les pa-
rame`tres (α et β) associe´s a` ces courbes sont donne´s en le´gende. L’ensemble des
fonctions de poids w de ce graphique sont repre´sente´es, en e´chelle loglog, au travers
de la quantite´ log (w).
et Fig. 12.2. Les parame`tres associe´s valent αX = 0.37 et βX = 0.56 pour w˜X .
Des valeurs tre`s proches sont obtenues pour w˜Y : αY = 0.38 et βY = 0.57. La pa-
rame´trisation des fonctions de poids permet aussi d’acce´der aux parame`tres extre´maux
observe´s sur les e´chantillons re´els (tirets ou pointille´s noirs sur les Fig. 12.1 et
Fig. 12.2).
12.2.2 E´volution des proprie´te´s de transport effectives en
fonction d’un crite`re morphologique
Une loi de comportement en premie`re approximation a e´te´ pre´ce´demment e´tablie
pour les fonctions de poids du mode`le de Gaussiennes seuille´es associe´ aux mate´riaux.
Des fonctions de poids moyennes, d’ailleurs tre`s proches l’une de l’autre, sont obte-
nues. Ces fonctions de poids moyennes sont utilise´es afin de de´finir un e´chantillon
moyen. Pour ce faire, les fractions volumiques sont fixe´es aux valeurs fB = 0.6,
fG = 0.2 et fW = 0.2. Ces valeurs correspondent a` des valeurs typiques des
mate´riaux e´tudie´s (voir Tab.3.2). Cet e´chantillon moyen construit a` partir des fonc-
tions de poids moyennes et des fractions volumiques de´finies pre´ce´demment sera
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α = 0.38 and β = 0.81
α = 0.49 and β = 0.77
α = 0.34 and β = 0.85
(b)
Figure 12.2 – Suite de la Fig. 12.1 pour les fonctions de poids wY (h).
utilise´ comme e´chantillon de re´fe´rence dans la suite. Il repre´sente le mate´riau re´el
moyen, autant en termes de fonction de poids qu’en termes de fractions volumiques.
L’objectif de cette section est de maximiser les proprie´te´s effectives calcule´es sur le
mate´riau virtuel (simule´ avec les fonctions de poids w˜(h;α, β)) quand les parame`tres
associe´s a` ce mate´riau (αX,Y et βX,Y ) varient. Le point de de´part de l’optimisation
e´tant bien sur fait a` partir de l’e´chantillon de re´fe´rence de´fini pre´ce´demment.
Cette e´tude e´tant purement nume´rique, un certain nombre de contraintes tech-
niques non ne´gligeables apparaissent. Dans un premier temps, il est e´vident qu’une
optimisation nume´rique dans un espace a` quatre dimensions ne´cessite (a` chaque
ite´ration) le couˆt lie´ :
– A` la ge´ne´ration d’un mode`le de Gaussiennes seuille´es 3D
– Au calcul des champs complets en conductivite´ e´lectronique
– Au calcul des champs complets en conductivite´ ionique
– Au calcul des champs complets en perme´abilite´
– Au calcul des proprie´te´s effectives
Les algorithmes FFT que nous utilisons ont de´montre´ leurs performances en
termes de vitesse de calcul (voir Chapitre 9). Il n’en reste pas moins complique´
de re´aliser un grand nombre de calculs pour des volumes suffisamment grands. En
effet les volumes choisis sont de l’ordre de 350 × 350 × 350 voxels afin de valider
les pre´requis lie´s au VER calcule´ pour chacune des proprie´te´s (voir Chapitre 11).
En termes de temps de calcul l’ensemble de la proce´dure liste´e ci dessus repre´sente
≈90 min de calcul sur un calculateur disposant de 12 cœurs.
De plus, en raison des diffe´rents phe´nome`nes de transport (e´lectrons, ions, fluide)
ayant lieu au sein de l’anode, la fonction objectif a` maximiser est un vecteur et
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non pas un scalaire. La de´finition de la norme de ce vecteur a` un sens physique
relativement faible dans la mesure ou les unite´s lie´es a` ces quantite´s ne sont pas
comparables (voir Tab. 11.1, Tab 11.2 et Tab. 11.5).
L’espace des parame`tres associe´s au mode`le (quatre dimensions) est re´duit a` un
espace mono-dimensionnel en fixant αY = αY , βY = βY et αX = αX . Ce faisant seul
βX (relie´ a` l’e´chelle de la phase GCO) est un parame`tre libre. Le parame`tre βX est,
d’apre`s l’Eq. 12.5, homoge`ne a` une distance. Ce parame`tre est, d’un point de vue
morphologique relie´ a` l’e´chelle du milieu.
Plutoˆt que l’optimisation d’une quantite´ vectorielle, nous allons ici chercher a`
e´tudier une tendance sur les trois proprie´te´s en faisant e´voluer le parame`tre βX dans
le domaine 1 × βX ≤ βX ≤ 100 × βX . Une partie de l’espace βX ≥ βX a de´ja` e´te´
e´tudie´e (non pre´sente´). L’ensemble des proprie´te´s du mate´riau virtuel sont de´grade´es
sur cette demi droite.
Le parame`tre βX est choisi entre 0.57 et 57 soit un rapport de 100 entre sa
valeur minimale et maximale. On s’attend naturellement a` un rapport d’e´chelle
e´quivalent pour la phase GCO simule´e (voir les imagettes en bas de la Fig. 12.4).
Un tel rapport d’e´chelle serait peu re´aliste pour repre´senter des mate´riaux re´els. En
effet βX est toujours infe´rieur a` 1 sur la Fig.12.1. Afin de limiter l’impact de βX sur
l’e´chelle de la phase ge´ne´re´e, nous proposons une nouvelle expression w˜′(h;α, β) de
la fonction de poids pour l’optimisation de ces mate´riaux selon :
w˜′(h;α, β) = w˜(h;α, β)/(4πh2) (12.6)
Cette fonction tend donc vers 1/(4πh2) quand βX tend vers l’infini. Ce terme corres-
pond en fait a` une normalisation par un e´le´ment de volume dans R3 en coordonne´es
sphe´riques. Ceci explique que le rapport d’aspect entre la phase GCO de l’image en
bas a` droite Fig. 12.4 (pour βX = 0.57) et celle en bas a` gauche (pour βX = 57) ne
soit pas d’un facteur 100 mais beaucoup plus faible.
Des mode`les 3D sont ge´ne´re´s, dans des volumes 350× 350× 350 voxels, a` partir
des fonctions de poids simule´es (Eq. 12.6). L’e´volution de βX a` des conse´quences
e´videntes sur les surfaces spe´cifiques ge´ne´re´es (Fig. 12.5). De´finissons le ratio R(βX)
selon :
R(βX) = SW (βX)/SG(βX)
(SW/SG)Ref
, (12.7)
ou` (SW/SG)Ref repre´sente le ratio des surfaces spe´cifiques des phases GCO et LST du
mode`le de re´fe´rence (ge´ne´re´ a` partir des fonctions de poids w˜′X,Y (h, α, β)). La quan-
tite´ SW (βX)/SG(βX) repre´sente le ratio des surfaces spe´cifiques des phases GCO et
LST du mode`le ge´ne´re´ avec les fonctions de poids w˜′x(h;αX , βX) et w˜′Y (h;αY , βY ).
L’e´volution de R(βX) en fonction de βX est calcule´e nume´riquement et trace´e
Fig. 12.3.
Les surfaces spe´cifiques sont calcule´es selon l’Eq. 2.8 a` partir de la covariance,
directement mesure´e sur les mode`les ge´ne´re´s en 3D. Nous calculons les proprie´te´s de
transport des mode`les en utilisant la me´thode nume´rique FFT [192] en conductivite´
et [190] en perme´abilite´. Ces calculs a` champs complets permettent notamment
d’obtenir la conductivite´ effective et la perme´abilite´ du milieu selon l’Eq. 8.3 et
l’Eq. 8.11 respectivement. Ces quantite´s sont en premier lieu calcule´es pour le milieu





les conductivite´s ionique et e´lectronique, respectivement.
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Figure 12.3 – Estimation (calcule´e nume´riquement) de l’e´volution du ratio R(βX)
(Eq. 12.7) en fonction de βX .
L’e´volution des proprie´te´s effectives calcule´es sur les mode`les (normalise´es par
celles du milieu de re´fe´rence), en fonction de la quantite´ R(βX) (Eq. 12.7) est trace´e
Fig. 12.4 . On observe que les conductivite´s (croix bleues pour la conductivite´ ionique
et cercles rouges pour la conductivite´ e´lectronique) sont relativement peu sensibles
a` l’e´volution du rapport des surfaces spe´cifiques. En effet, on observe une e´volution
des conductivite´s infe´rieure a` 5% par rapport a` la conductivite´ de re´fe´rence alors que
le ratio R(βX) varie dans le domaine 0.75 < R(βX) ≤ 1. A` l’inverse la perme´abilite´
(triangles vert) est une fonction strictement de´croissante de R(βX) sur le meˆme do-
maine et atteint 130% de sa valeur de re´fe´rence κRef . Nous avons, par conse´quent,
illustre´ la pertinence d’un crite`re morphologique, les surfaces spe´cifiques, qui per-
mettent d’obtenir une microstructure ame´liore´e. En effet, pour R = 0.79 (Fig. 12.4),
la microstructure posse`de 97% de la conductivite´ ionique de re´fe´rence, 103% de la
conductivite´ e´lectronique de re´fe´rence et 130% de la perme´abilite´ de re´fe´rence. En
re´sume´ le mate´riau posse`de des proprie´te´s de conductivite´ e´quivalentes a` celles du
mate´riau de re´fe´rence et une perme´abilite´ ame´liore´e par rapport a` ce meˆme milieu
de re´fe´rence.
Une vue en coupe des microstructures 3D est donne´e en bas du graphique. Ces
microstructures sont ge´ne´re´es avec un bruit blanc (UX,Y voir Eq. 5.9) fixe´ et leurs
fonctions de poids e´voluent selon les valeurs prises par βX dans l’intervalle de valeurs
spe´cifie´ pre´ce´demment. Nous y observons de droite a` gauche une microstructure ou`
la phase blanche (GCO) se simplifie (petits trous, petits grains, etc disparaissent
de la microstructure) plus βX est grand. La re´duction de la surface spe´cifique de
SVW (Fig. 12.5) permet de diminuer la surface de contact SVWB entre les pores et le
conducteur ionique et par conse´quent la surface spe´cifique de la phase poreuse (voir
Fig. 12.5), ce qui favorise l’e´coulement dans cette microstructure. Enfin, de par la
construction du mode`le (Eq. 6.1) selon la configuration H6, la phase G est d’autant
plus morcele´e que la phase W l’est puisque, la phase W recouvre la phase G par
construction. Ceci explique le fait que la conductivite´ e´lectronique soit le´ge`rement
ame´liore´e par rapport au milieu de re´fe´rence.
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Figure 12.4 – L’ensemble des trois proprie´te´s de transport : conductivite´ ionique σi
(bleu), conductivite´ e´lectronique σe (rouge) perme´abilite´ κ (vert) trace´es en fonction
du ratio R(βX) (Eq. 12.7). Les trois proprie´te´s sont normalise´es par celles obtenues
pour l’e´chantillon de re´fe´rence (σeRef en conductivite´ ionique, σ
e
Ref en conductivite´
e´lectronique et κRef en perme´abilite´). L’e´chantillon de re´fe´rence est ge´ne´re´ avec
les fonctions de poids moyennes w˜′ calcule´es sur les e´chantillons re´els (traits pleins
noirs Fig. 12.1 et Fig. 12.2) et des fractions volumiques fB = 0.6, fG = 0.2 et
fW = 0.2. Des coupes bi-dimensionnelles des microstructures obtenues pour quatre
valeurs de βX sont repre´sente´es en bas du graphique (les fractions volumiques restent
constantes et e´gales a` celle de l’e´chantillon de re´fe´rence quel que soit la valeur de
βX). Des fle`ches attache´es aux imagettes permettent de situer ces microstructures
sur l’axe horizontal R(βX).
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Figure 12.5 – E´volution des surfaces spe´cifiques (estime´es nume´riquement) SVi
des trois phases i (normalise´es par celles SRefVi estime´es nume´riquement sur chaque
phase de l’e´chantillon moyen de re´fe´rence) en fonction de βX . Le re´sultat associe´ a`
la phase poreuse (B) apparaˆıt en vert, la phase LST (G) en rouge, la phase GCO
(W ) en bleu.
12.3 Conclusions
Nous avons aborde´ dans ce chapitre, l’optimisation de la microstructure des
anodes selon deux approches.
Dans un premier temps, une optimisation the´orique des proprie´te´s de conducti-
vite´ e´lectronique et ionique a` fraction volumique de pores fixe´e a e´te´ pre´sente´e. Pour
ce faire, la maximisation (de fac¸on analytique) du minimum des deux bornes de
Hashin & Shtrikman associe´es a` chacune des conductivite´s a e´te´ e´tudie´. A` partir des
proprie´te´s locales des phases en pre´sence, une optimisation des fractions volumiques
permettant the´oriquement d’optimiser les proprie´te´s de transport en ce sens. Cette
optimisation reste cependant relativement the´orique puisqu’elle ne tient pas compte
de certaines proprie´te´s morphologiques ne´cessaires au transport des proprie´te´s. En
effet, les valeurs de fraction volumique obtenues ne permettent pas au conducteur
e´lectronique des microstructures d’anodes conside´re´es de percoler. Ne´anmoins, ces
valeurs permettent de donner une tendance sur les modifications de fraction volu-
mique a` apporter pour ame´liorer les e´changes.
Dans un second temps, l’e´volution simultane´e de la perme´abilite´ et des deux
conductivite´s pre´ce´dentes ont e´te´ simultane´ment e´tudie´es. Cette e´tude est mene´e
nume´riquement et implique la ge´ne´ration des mode`les tri-dimensionnels de Gaus-
siennes seuille´es de l’anode, valide´s en Sec. 6.4. Pour pouvoir faire e´voluer le mate´riau
virtuel, la premie`re e´tape a e´te´ de parame´trer les fonctions de poids obtenues a` par-
tir des mate´riaux re´els. En effet, le mode`le de Gaussiennes seuille´es e´tant a` l’origine
a-parame´trique, la simulation d’un mate´riau virtuel d’anode sans la donne´e des co-
variances expe´rimentales e´tait a priori impossible (Sec. 6.4). Cette parame´trisation
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permet de ge´ne´rer des mate´riaux virtuels re´alistes (au sens de la validation du
mode`le effectue´e) qui sortent du cadre des microstructures virtuelles associe´es aux
e´chantillons re´els. Une optimisation de ces trois quantite´s dans l’espace des pa-
rame`tres lie´s au mode`le semble nume´riquement difficile. En revanche, nous propo-
sons l’e´tude de la tendance de chacune de ces trois proprie´te´s en laissant uniquement
un parame`tre libre dans le mode`le. Nous montrons que cette microstructure com-
plexe peut eˆtre ame´liore´e du point de vue de ses proprie´te´s puisqu’il est possible, a`
fractions volumiques constantes, de conserver les proprie´te´s de conductivite´ tout en
ame´liorant de 30% la perme´abilite´ de ce milieu. Tout comme au Chapitre 11, une
limitation importante est a` pre´ciser puisque cette optimisation ne tient pas compte
des phe´nome`nes e´lectrochimiques (qui ne s’inscrit pas dans le cadre de la pre´sente
the`se).
Cinquie`me partie




Au cours de cette the`se, nous nous sommes propose´ d’e´tudier les proble´matiques
de caracte´risation, de mode´lisation morphologique, d’estimation de proprie´te´s et
d’optimisation microstructurale de mate´riaux associe´s a` la pile a` combustible du
projet Europe´en Evolve. Une me´thodologie a` e´te´ de´veloppe´e dans le but de re´pondre
a` ces proble´matiques afin de valider les objectifs fixe´s.
Le domaine des piles a` combustibles est un domaine extreˆmement pluri-disciplinaire.
L’e´tude des mate´riaux associe´s ne fait pas exception a` ce constat. Le manuscrit est
en conse´quence de´coupe´ selon les trois proble´matiques majeures de ces travaux.
Dans la Partie II de ce manuscrit, les images de plusieurs e´chantillons de l’anode,
du collecteur de courant et de sa phase ce´ramique ont e´te´ e´tudie´s, suite a` leur ac-
quisition en microscopie e´lectronique a` balayage. Nous avons re´pondu aux questions
lie´es a` la segmentation automatique et a` la caracte´risation morphologique des images
bidimensionnelles de ces mate´riaux a` trois phases (collecteur de courant et anode)
ou biphase´s (ce´ramique du collecteur de courant). L’e´tablissement de l’empreinte
morphologique associe´e a` ces mate´riaux est le re´sultat de cette partie qui permet
d’obtenir une caracte´risation statistique des trois mate´riaux segmente´s.
Dans la Partie III nous nous sommes inte´resse´s au de´veloppement de mode`les
ge´ne´riques lie´s a` chacun de ces mate´riaux. Une me´thodologie rigoureuse de de´finition
suivie d’une validation syste´matique des mode`les au regard de l’empreinte morpho-
logique (obtenue dans la Partie II) a e´te´ suivie.
Concernant l’anode, l’empreinte morphologique mesure´e sur le mate´riau a e´te´ ex-
ploite´e afin d’e´tablir et de valider une configuration optimale permettant de mode´liser
le mate´riau a` partir de deux ensembles ale´atoires inde´pendants. Cette hypothe`se a`
e´te´ ve´rifie´e pour l’ensemble des e´chantillons disponibles. Apre`s une phase explora-
toire au sein des mode`les Boole´ens, le mode`le de Gaussiennes seuille´es le´ge`rement
modifie´ a e´te´ utilise´ pour mode´liser, avec succe`s, la microstructure de l’anode. La
validation est, dans un premier temps obtenue d’un point de vue statistique. Les
re´sultats positifs de cette validation sont confirme´s, dans un second temps, visuelle-
ment avec des mode`les parfaitement aptes a` repre´senter le mate´riau e´tudie´ et ce, quel
que soit le proce´de´ de fabrication utilise´, pour l’ensemble des e´chantillons e´tudie´s.
Pour ce qui est du collecteur de courant, un mode`le en premie`re approximation
de ce mate´riau complexe et atypique a e´te´ obtenu en premie`re approximation a`
l’e´chelle de la mousse. Ce mode`le, a` base de mode`les Boole´ens re´gularise´s, est suf-
fisamment pertinent pour repre´senter le collecteur de courant meˆme si, un certain
nombre d’ame´liorations serait ne´cessaire pour e´tudier le mate´riau plus en finesse. A`
l’e´chelle de la ce´ramique, le mode`le de Gaussienne seuille´e modifie´ est re´utilise´ avec
succe`s. En effet, la concordance entre les empreintes morphologiques mesure´es sur
les e´chantillons et celles obtenues sur les mode`les sont en parfaite ade´quation ce qui
permet de valider quantitativement le mode`le choisi. Encore une fois, le re´alisme du
mode`le est confirme´ qualitativement, avec une comparaison visuelle convaincante
entre le mode`le et les microstructures segmente´es.
La Partie IV, est de´die´e a` l’e´tude des proprie´te´s de transport de milieux ale´atoires.
Au sein de cette the´matique, un outil nume´rique de calcul de champs complets
par FFT en conductivite´ est de´veloppe´. Il fait notamment usage d’un ope´rateur de
Green discret. La supe´riorite´ de notre approche est de´montre´e d’un point de vue de
la pre´cision des champs calcule´s ainsi que d’un point de vue de la performance de
calcul (temps de calcul, nombre d’ite´rations, etc.) vis a` vis des outils nume´riques de
calcul a` champs complets par FFT pre´-existant dans la litte´rature. Dans un second
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temps, la proble´matique de l’e´coulement dans des milieux ide´aux est examine´e. Dans
cette e´tude, l’e´volution de la perme´abilite´ est explore´e en fonction de la porosite´ du
milieu. Des re´sultats concernant le VER en perme´abilite´, la tortuosite´ des lignes de
courant du vecteur vitesse, la covariance des orientations du vecteur vitesse, y sont
aussi donne´s en fonction de la porosite´ du milieu. A` travers cette e´tude nume´rique,
nous avons ame´liore´ notre compre´hension des phe´nome`nes d’e´coulement, en fonction
de la porosite´, et ce aussi dans des re´gimes complexes (d’un point de vue nume´rique)
tels que la limite dilue´e ou encore le point de percolation.
Ceci me`ne naturellement a` l’e´tude des proprie´te´s de transport des mode`les tridi-
mensionnels d’anodes valide´s en Partie III. Nous donnons dans la troisie`me partie des
pre´dictions, calcule´es nume´riquement, des proprie´te´s de conductivite´ e´lectronique
et ionique ainsi que de perme´abilite´. Ces pre´dictions de proprie´te´s effectives sont
donne´es en faisant e´tat de l’erreur associe´e au VER. Elles sont accompagne´es de
coupes de champs ainsi que d’une caracte´risation des champs par leurs histogrammes.
Par la suite, une optimisation the´orique des conductivite´s en fonction des fractions
volumiques des constituants solides est propose´e, a` porosite´ fixe´e. Si cette optimisa-
tion donne des re´sultats peu re´alistes au vue des fractions volumiques obtenues, elle
donne cependant une tendance inte´ressante en vue de l’optimisation des conducti-
vite´s. A` l’issue de cette troisie`me partie, une exploration nume´rique simultane´e des
trois proprie´te´s effectives calcule´es sur les mode`les tridimensionnels d’anodes (va-
lide´s dans la Partie III) est propose´e. Ces mode`les sont tout d’abord parame´tre´s
pour eˆtre en mesure de ge´ne´rer des mate´riaux virtuels (en ce sens ou` ils ne sont plus
associe´s a` un e´chantillon re´ellement e´tudie´ en microscopie). Ensuite l’e´volution des
proprie´te´s est e´tudie´e en fonction d’un des parame`tres du mode`le, judicieusement
choisi. Cette e´tude permet d’aboutir a` une microstructure optimale du point de vue
des proprie´te´s. En effet, nous parvenons au sein de cette microstructure a` conser-
ver les proprie´te´s de conductivite´ de de´part tout en ame´liorant d’environ 30% la
perme´abilite´ du milieu, a` fractions volumiques fixe´es pour toutes les phases (phase
poreuse y compris).
Nous concluons ce manuscrit avec une repre´sentation tridimensionnelle des lignes
de courant calcule´es au sein d’une microstructure (mode`le d’un mate´riau re´el) qui
re´sume, en peu de mots, une grande partie des travaux de cette the`se.
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Mode`le de Gaussiennes seuille´es (Partie III) associe´ a` l’e´chantillon ARM-1000-i et
valide´ sur son empreinte morphologique (Partie II). Sur cette repre´sentation tridi-
mensionnelle le conducteur ionique apparaˆıt en gris clair, le conducteur e´lectrique
en gris sombre et les pores sont transparents. L’e´coulement au sein de d’une micro-
structure 512× 512× 512 voxels est calcule´ nume´riquement (Partie IV) en utilisant
la me´thode FFT [190]. Cette repre´sentation est un volume de 256×100×100 voxels
choisi ale´atoirement dans la microstructure. Les lignes de courant du vecteur vitesse
u sont repre´sente´es et value´es en fonction du module ||u||, le rouge repre´sentant des
fortes valeurs, le bleu des valeurs faibles et le vert et jaune des valeurs interme´diaires.
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Annexe A
Covariogramme ge´ome´trique d’un cylindre
Dans cette annexe, nous nous inte´ressons au covariogramme ge´ome´trique (voir
Eq. 5.4) d’un cylindre. En effet, comme nous l’avons vu dans la Sec. 5.1, le covario-
gramme ge´ome´trique est la clef permettant d’obtenir la formulation analytique de
la covariance d’un mode`le Boole´en.
A.1 Covariogramme ge´ome´trique d’un cylindre
Nous nous inte´ressons, dans un premier temps, aux deux cylindres C et C ′
repre´sente´s Fig. (A.1). Les vecteurs ex, ey, ez et l’origine O de´finissent un repe`re de
coordonne´es carte´siennes de tel sorte que les axes de C et C ′, de hauteur h, soient
aligne´s avec ez. Les cylindres conside´re´s ont une base circulaire de rayon r paralle`le
a` ex et ey. Le cylindre C
′ est en fait le translate´ de C par le vecteur v parame´tre´
en coordonne´es sphe´riques par sa norme t = |v| et deux angles θ ∈ [−π/2; π/2] et
φ ∈ [0; 2π]. La colatitude θ vaut π/2 quand v est paralle`le a` ez et est nul quand v
est paralle`le au plan contenant O, ex et ey. La longitude φ est l’angle forme´ entre
ex et le projete´ de v sur le plan passant par O et paralle`le a` ex et ey (Fig. A.1).
Le covariogramme ge´ome´trique d’un cylindre note´ K(θ, t) est de´fini comme le
volume de l’intersection entre C et C ′ (Eq. 5.4). Le covariogramme ge´ome´trique
d’un cylindre de´pend de r, h, t et θ mais pas de φ. Pour ne pas alourdir les notations,
la de´pendance en r et h est omise dans la notation de K et dans celle des variables








Les deux variables x et y, qui ne doivent pas eˆtre confondues avec des coordonne´es
carte´siennes, seront utilise´es au lieu des variables t, h et r. De plus, nous remplace-
rons a` loisir la variable t donne´e en argument d’une fonction par x ou y. Par exemple,
nous pouvons e´crire K(θ, x) au lieu de K(θ, t). L’expression du covariogramme K
de´rive de la formule du covariogramme d’un disque dans le plan qui s’e´crit [58] :
K(θ, t) = K˜(θ, x)H(θ, t) (A.2)




− x sin θ
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Figure A.1 – Cylindre C et C ′ de rayon r et de hauteur h.
ou` H(θ, t) = 1 quand θ et t sont tels que les deux cylindres C et C ′ se rencontrent,
et 0 sinon. Plus pre´cise´ment :
H(θ, t) =
{




































ou` la moyenne est effectue´e selon toutes les directions de la sphe`re, conside´rant une
distribution d’orientation uniforme sur cette dernie`re. A` la diffe´rence des travaux
de [58] dans lesquels le covariogramme est conside´re´ selon une direction donne´e. Le
covariogramme ge´ome´trique K est normalise´ par le volume du cylindre de fac¸on a`
obtenir k(t) = 1 pour t = 0 et k(t) = 0 pour t = ∞. Tout comme K, la quantite´ k
de´pend de r ≥ 0 et de h ≥ 0.
A.2 Covariogramme moyen d’un cylindre
A.2.1 Cylindres infiniment allonge´s
Dans cette section, nous nous inte´ressons a` la limite k∞(t) de k(t) quand h→∞
pour r et t fixe´s. La condition t ≤ tmax (Eq. A.3) se re´duit a` x cos θ ≤ 1. Cette
contrainte est ve´rifie´e pour tout θ lorsque x < 1 et pour θ > cos−1(1/x) lorsque
x > 1. De ce fait, nous remplac¸ons le terme K par K˜ dans l’Eq. A.4. L’inte´gration











dθK˜(θ, x) cos θ, si x > 1.
(A.5)
On remarque que, pour x > 1, K˜(θ, t) est imaginaire pur dans le domaine 0 <
θ < cos−1(1/x). Il est donc suffisant d’inte´grer sur l’intervalle [0; π/2] au lieu de








dθ K˜(θ, x) cos θ
}
, (A.6)
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ou` Re repre´sente la partie re´elle d’un nombre complexe. Nous remplac¸ons K par son
expression Eq. A.2 et donnons un de´veloppement limite´ de l’inte´grale au premier









cos−1 (x cos θ)− x cos θ√1− x2 cos2 θ
]}
. (A.7)
Comme on peut le voir ci-dessus, k∞ de´pend de t et de r uniquement a` travers
la variable x = t/(2r). L’inte´grale de l’Eq. A.7 est aise´ment calcule´e dans le do-
maine complexe graˆce au logiciel de calcul formel [199]. Cette expression de´pend
des inte´grales elliptiques comple`tes de premie`re et de seconde espe`ce, note´es F et E











1− z sin2 u. (A.8)
Les deux fonctions de´finies ci-dessus prennent des valeurs re´elles pour z ≤ 1, et des
valeurs complexes (de composantes imaginaire et re´elle non nulles) pour z > 1.
Nous faisons re´fe´rence aux chapitres 16 et 17 de [3] pour un re´capitulatif de leurs
proprie´te´s. Nous noterons que les fonctions elliptiques sont ge´ne´ralement de´finies
selon z → F (√z), E(√z). Dans la suite de ce travail nous conservons les notations
utilise´es dans [199].
Les fonctions elliptiques F et E apparaissent dans l’inte´gration du terme en
racine carre´ et aussi du terme en cos−1 de l’Eq. A.7. En effet, pour x < 1, le terme
en cos−1 s’inte`gre par parties comme :∫ π/2
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ou` Im repre´sente la partie imaginaire d’un nombre complexe. La formule finale pour
k(x) s’e´crit apre`s simplification dans les re´gions x < 1 et x > 1 :
k∞(x) = (A.10)



























































A.2.2 Cylindres d’allongement arbitraire
Dans cette section, nous nous inte´ressons au cas ge´ne´ral, c’est a` dire pour lequel h
et r prennent des valeurs finies. Les intervalles d’inte´gration pour θ sont un pre´requis
ne´cessaire au calcul du covariogramme ge´ome´trique normalise´ (Eq. A.4). Prenons
h < 2r et examinons, dans un premier temps, la condition t ≤ tmax de l’Eq. A.3. La
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quantite´ K (Eq. A.2) est non nulle dans les intervalles ve´rifiant (nous rappelons que
y = h/t) :
θ ∈

[0; π/2] si t < h,
[0, sin−1(y)] si h < t < 2r,
[cos−1(1/x), sin−1(y)] si 2r < t.
(A.11)
Dans un second temps, lorsque h > 2r, K est non nul pour :
θ ∈

[0; π/2] si t < 2r,
[cos−1(1/x), π/2] si 2r < t < h,
[cos−1(1/x), sin−1(y)] si h < t.
(A.12)
Tout comme dans la Sec. A.2.1, K˜ est un imaginaire pur quand θ ∈ [0; cos−1(1/x)],
nous pouvons donc effectuer l’inte´gration de l’Eq. A.4 dans les intervalles [0; a] avec
a = π/2 ou bien a = sin−1(y) selon les conditions spe´cifie´es dans les Eqs. A.11 et A.12.
Il nous reste donc a` e´valuer l’inte´grale suivante :








D’apre`s les Eqs. A.11 et A.12, nous avons d’une part a = π/2 quand y > 1 (t < h)
et d’autre part a = sin−1 y quand y < 1 (t > h).
Nous e´tudions, en premier lieu, le cas a = π/2, y > 1. L’Eq. A.13 prend alors la
forme pour y > 1 :








cos−1 (x cos θ)− x cos θ
√
1− x2 cos2 θ
]}
,
ou` k∞(x) a e´te´ identifie´. Le covariogramme pour h = ∞ est donne´ Eq. A.10.
L’inte´grale donne´e dans l’Eq. A.14 est calcule´e en utilisant un logiciel de calcul
formel, et, apre`s re´-arrangement des termes nous obtenons pour y > 1 :




















ou` H ′ est la fonction e´chelon :
H ′(x) = 1[1;+∞] =
{
1 si x < 1,
0 si x > 1.
(A.16)
La quantite´ entre crochets dans l’Eq. A.15 est re´elle lorsque x < 1, tout comme
k(x, y) et ce quel que soit x.
Conside´rons, en second lieu, le cas y < 1 (t > h) et l’inte´grale de l’Eq. A.13 avec
a = sin−1 y. Le calcul formel de [199] donne une formulation assez complique´e de la
solution. Apre`s simplification, l’expression prend deux formes diffe´rentes, l’une pour


















































1− x2(1− y2). (A.17)
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Les fonctions de deux variables F (φ|z) et E(φ|z) sont les inte´grales elliptiques de




∣∣z) = ∫ φ
0
du√








1− z sin2 u. (A.18)




∣∣∣z) , F (z) = F (π
2
∣∣∣z) . (A.19)
Les inte´grales elliptiques incomple`tes sont a` valeurs re´elles si z sin2 φ < 1. On notera
que ce n’est jamais le cas pour les arguments des fonctions E et F intervenant
dans l’Eq. A.17, en conse´quence de quoi ces fonctions ont des valeurs complexes. On
notera aussi, en raison de l’ine´galite´ t ≤ √h2 + 4r2 :
x
√
1− y2 < 1, 1− x2(1− y2) < 1, (A.20)
ce qui a` pour conse´quence de donner ky<1
x>1
(x, y) nombre re´el dans l’Eq. A.17. Donc,








































































On notera les similitudes avec l’Eq. A.17 calcule´e pour x > 1. De plus, toutes les
expressions en argument des cos−1 sont comprises entre 0 et 1 ce qui donne k(x, y)
re´el.
En re´sume´, l’expression du covariogramme ge´ome´trique normalise´ k(x, y) d’un
cylindre quelconque est donne´e par les Eqs. A.15 et A.10 lorsque y > 1. Si y < 1 et
x > 1, elle est obtenue selon L’Eq. A.17. Enfin, dans le cas ou` y < 1 et x < 1, la
solution s’exprime selon l’Eq. A.21.
A.2.3 Cylindres aplatis
Si l’on conside`re le cas limite ou` r → ∞ avec h fixe´ de fac¸on a` avoir x → 0 et
y fini, nous prenons la limite de l’Eq. A.21 pour y < 1 et celle de l’Eq. A.15 pour





, si y > 1,
y
2
, si y < 1.
(A.22)
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Annexe B
Optimisation du sche´ma FFT direct avec
ope´rateur de Green discret
Dans cette section, nous pre´sentons une imple´mentation alternative du sche´ma
FFT direct [127] dans le cadre des sche´mas FFT a` ope´rateurs de Green discret
introduits Sec.9.2.
Dans les applications mettant en œuvre de grands volumes de donne´es (typi-
quement, mate´riaux multi-e´chelles) les me´thodes FFT utilise´es doivent combiner
rapidite´ en termes d’exe´cution et parcimonie en termes d’utilisation me´moire. Une
fac¸on simple d’optimiser a` la fois l’usage du CPU et de la me´moire est de recalculer
l’ope´rateur de Green a` chaque ite´ration. Tant que ce dernier est simple a` calculer,
cette strate´gie est meilleure que celle consistant a` stocker un champ tensoriel vo-
lumineux. Cette strate´gie est d’ailleurs utilise´e dans les logiciels de calcul par FFT
CraFT [125] et morph-Hom [191]. Voici, par exemple, une imple´mentation optimale
du sche´ma direct de [127] :
Initialisation : Ai(x) ≡ 0.
1. Effectuer Ai(x) := [σ(x)− σ0]Ai(x) ;
2. Effectuer Ai(q) := FFT(Ai(x);q) ;
3. Effectuer Ai(q) := G
0
ij(q)Aj(q) pour q 6= 0 et Ai(q = 0) := Ei ;
4. Effectuer Ai(x) := FFT
−1(Ai(x);q) ;
5. Calculer le crite`re de convergence ;
– SI la convergence est obtenue, Effectuer Ei = Ai et FIN ;
– SINON revenir a` l’e´tape 1.
Dans cet algorithme les FFTs sont calcule´es in situ c’est a` dire qu’aucune va-
riable temporaire n’est ge´ne´re´e afin de stocker le re´sultat des calculs. L’e´tape 3.
est une boucle effectue´e pour tous les modes de Fourier q ou` G0ij(q) l’ope´rateur de
Green continu (voir Eq. 9.7) est calcule´ a` la vole´e. L’espace me´moire total alloue´ est
constitue´ d’un champ vectoriel A et de la microstructure e´tudie´e. Le champ vectoriel
A devient le lieu de stockage successif du champ de polarisation dans l’espace direct
[e´tape 1.] puis dans l’espace de Fourier [e´tape 2.]. Il repre´sente ensuite le champ
e´lectrique E dans le domaine de Fourier [e´tape 3.] et dans l’espace direct [e´tape
4.]. Le crite`re de convergence a` l’e´tape 5. doit eˆtre revu car il n’est pas pertinent
d’utiliser les crite`res type conservation du courant (voir Eq. 9.11) dans un algo-
rithme in-situ. Ces crite`res sont remplace´s en pratique par le calcul de la diffe´rence
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entre le premier et le second moment du champ e´lectrique se´parant deux ite´rations
successives. Ce crite`re, certes moins pre´cis, permet de conserver les performances
nume´riques escompte´es.
Dans le cas des me´thodes FFT a` ope´rateur de Green discret G˜0 (voir Eq. 9.10),
une imple´mentation plus efficace du sche´ma direct [127] est possible. Si l’on conside`re






(σ − σ0)(E− gradφk)] (B.1)
ou` φk est la partie pe´riodique du potentiel associe´ a` Ek, telle que Ek−E = −gradφk,
et ou` 1/∆ repre´sente symboliquement, le laplacien inverse. L’Eq. B.1 de´finit φk+1
comme une unique fonction pe´riodique a` une constante pre`s. Lorsque k → ∞, φk
converge vers le potentiel a` une correction line´aire pre`s φ∞(x) = Φ(x) − Eixi. Le
courant e´lectrique et la densite´ de courant se de´duisent alors directement de Φ.
Dans le cas des me´thodes FFT a` ope´rateur de Green discret, e´quivalent a` un re´seau
de re´sistances, la connaissance du champs sur les nœuds adjacents ou areˆtes est
suffisante pour calculer une divergence ou un gradient local. Les ope´rateurs div et
grad dans l’Eq. B.1 peuvent donc eˆtre calcule´s dans le domaine re´el. Ceci nous
ame`ne a` la formulation de l’imple´mentation suivante du sche´ma direct :
Initialisation : A(x) ≡ 0.
1. En tout point x, Effectuer A(x) := divP(x) ou`
Pi(x) = [σ(x)− σ0][E − gradA(x)] ; Calculer η1 selon l’Eq. 9.11 ;
2. Effectuer A(q) := FFT{A(x);q} ;
3. Effectuer A(q) := − A(q)
σ0|k(q)|2 pour q 6= 0 et A(q = 0) := 0 ;
4. Effectuer A(x) := FFT−1{A(q);x} ;
– SI η1 < ǫ, Effectuer E = E− gradA, J = σE et FIN ;
– SINON revenir a` l’e´tape 1.
Cette imple´mentation re´alise exactement l’algorithme du sche´ma direct [127].
Cependant, seul un champ scalaire A est alloue´ en me´moire au lieu du champ vec-
toriel A traditionnellement utilise´. De plus, l’inversion de l’ope´rateur Laplacien est
la seule ope´ration effectue´e dans le domaine de Fourier, elle s’effectue sous la forme
d’une division par |k|2 (sauf pour A(q = 0) = 0) [e´tape 3.]. Le champ scalaire A
est utilise´ pour stocker successivement diffe´rentes quantite´s. Dans un premier temps
la divergence du champ de polarisation divP est exprime´e dans le domaine direct
[e´tape 1.] et dans le domaine de Fourier [e´tape 2.]. Ensuite la partie pe´riodique du po-
tentiel φ est calcule´e dans le domaine de Fourier [e´tape 3.] puis dans le domaine re´el
[e´tape 4.]. La paralle´lisation dans l’e´tape 1. ne´cessite une attention particulie`re puis-
qu’il s’agit d’une ope´ration non locale. Cependant, cette nouvelle imple´mentation
re´duit le nombre de FFTs par ite´ration de 2 ∗ d (ou` d ∈ {2; 3} repre´sente la di-
mension du proble`me) a` 2 FFTs par ite´ration. En plus de cette e´conomie notable
du CPU, nous notons la re´duction d’un facteur d (Ld nombres flottants au lieu de
dLd) des donne´es alloue´es en me´moire, en ne´gligeant l’espace de stockage requis
par la microstructure. Nous avons imple´mente´ cette strate´gie dans le code Fortran
paralle´lise´ [191] de´veloppe´ au centre.
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INSTITUT DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES
Analyse morphologique et modélisation pour
l’optimisation structurelle d’électrodes
Ce travail, qui associe analyse d’image, modélisation morphologique et calculs par transformées de Fourier,
s’inscrit dans la thématique classique de l’homogénéisation de milieux hétérogènes, et dans le cadre notoirement
problématique de l’optimisation multifonctionnelle de matériaux multiphasiques. Les matériaux qui font l’objet de
cette thèse, collecteur de courant et anode, sont des éléments critiques des piles à combustibles (PAC). Ce
dispositif convertit une énergie chimique en électricité grâce à l’oxydation d’un combustible, et ne rejette que de
l’eau. Les PAC développées dans le cadre du projet européen Evolve sont d’un type nouveau, combinant des
architectures préexistantes. Leur performance est déterminée par la conductivité ionique et électronique d’une
part, par la perméabilité et les surfaces d’échange entre phases solides et pores d’autre part. Dans le cas d’un
contraste de propriétés infini entre les phases (pores et solide, milieux isolant et conducteur), les propriétés
effectives dépendent fortement de la répartition spatiale (morphologie) des phases en présence.
On s’intéresse, dans un premier temps, à la segmentation, à la description et à la modélisation 3D de couches
de piles à combustible, à partir d’images 2D acquises en microscopie électronique à balayage. Les microstruc-
tures sont segmentées puis caractérisées par des descripteurs morphologiques. On développe des modèles de
milieux aléatoires 3D multiphasiques représentatifs des milieux réels. Ceux-ci reposent sur des modèles Booléens
et de Gaussiennes seuillées et sont paramétrés par des caractéristiques géométriques simples du matériau
(fractions volumiques, covariances, échelles caractéristiques). Ils sont validés visuellement et quantitativement, à
l’aide de données morphologiques.
Dans un second temps, on s’intéresse à la prédiction des propriétés de transport, à l’aide d’outils numériques
par transformées de Fourier. Un algorithme amélioré, qui s’affranchit de l’effet de Gibbs est proposé en conductiv-
ité et la méthode de Wiegman (2007) est utilisée en perméabilité. La perméabilité de milieux booléens idéaux est
calculée puis comparée à divers estimateurs analytiques. La borne de Berryman-Milton, connue précédemment
dans le cadre du milieu Booléen de sphères, est calculée analytiquement pour un milieu Booléen de cylindres à
l’aide d’une formule exacte pour le covariogramme de cylindres. Les propriétés de conductivité ionique et élec-
tronique de l’anode, et sa perméabilité, sont ensuite prédites à l’aide des modèles de milieux aléatoires précédem-
ment développés et validés. La perméabilité, particulièrement sensible à la morphologie, est calculée pour divers
paramètres du modèle, dont les surfaces spécifiques entre phases solides et pores. Plusieurs matériaux virtuels
aux propriétés améliorées sont proposés.
Mots clés : Analyse d’images, Morphologie mathématique, Milieux aléatoires à trois phases,
Modèle Booléen, Modèle de Gaussienne seuillée, Homogénéisation multifonctionnelle, Conductivité,
Perméabilité, Méthode de Fourier, Pile à combustible.
Morphological analysis and modeling for
structural optimization of electrodes
This work, which combines image analysis, Fourier methods and morphological models, focuses on the pre-
diction and optimization of the transport properties of fuel cell materials in the classical framework of the homoge-
nization of random media. The materials under study are critical layers found in fuel cells. These devices produce
clean electrical energy (and water) from chemical fuel oxidation. The materials studied here are novel types of fuel
cells that combine several preexisting architectures. Their performance is determined by the ionic and electronic
conductivity, on the one hand, and by permeability and specific surfaces exchange between the solid and porous
phases. For materials with highly-contrasted properties (pores and solid, isolating and conducting media), the
effective properties strongly depend on the spatial arrangement (morphology) of the various phases.
Fuel cell layers are first described and modeled using 2D scanning electron microscopy images and image
analysis. Microstructures are characterized by morphological descriptors and realistic random 3D media, based
on Boolean and Gaussian fields, are developed to represent the materials. The latter are parametrized by sim-
ple geometrical characteristics including volume fractions and covariances. They are visually and quantitatively
validated using morphological data.
Second, the transport properties are predicted numerically using Fourier methods. In conductivity, a modified
algorithm is proposed to suppress the Gibbs artifacts. For permeability, the scheme of Wiegman (2007) is used.
The permeability of ideal Boolean models is computed and compared with various analytical estimates. The
Berryman-Milton bound, previously known for the Boolean model of spheres, is computed for a Boolean model
of flat cylinders, using an analytical expression for cylinder covariogramm. The ionic and electronic conductivity
of anode layers, and their permeability are predicted using previously developed models. The permeability, which
strongly depends on the morphology, is computed for various values of the models’ parameters, including the
specific surface area between solid and phases. Several virtual materials with improved properties are proposed.
Keywords: Image analysis, Mathematical morphology, Three-phases random media, Boolean
model, Truncated Gaussian model, Multi-functional Homogenization, Conductivity, Permeability, Fourier
methods, Fuel cells.
